Czas potrzebny na przebycie pewnej usta- 
lonej odległości jest tym mniejszy, im 
większa jest prędkość, z jaką się porusza- 
my. Na wykresie obok przedstawiono za- 
leżność między prędkością a czasem po- 
trzebnym na pokonanie odległości 360 km. 
Prędkość i czas (potrzebny do przebycia 
określonej drogi) to wielkości odwrotnie 
proporcjonalne. 


O 


- 00 
t= 


ssl 
30 60 90 120 150 180 v[km/h] 


3. Funkcje wymierne 


Uczeń: 

— szkicuje wykres funkcji 
f(x) = $ i podaje jej 
własności oraz wyznacza 
równania asymptot jej 
wykresu 

— szkicuje wykres funkcji 
e= 

— odczytuje z wykresu współ- 
rzędne punktów przecięcia 
prostej i hiperboli 

— wyznacza współczynnik a 
tak, aby funkcja f(x) = $ 
spełniała podane warunki 


Ćwiczenie 1 
a) A (4,8), B(1,4), C(2,2), 
D(4, 1), E (8, 4) 


w podanym zbiorze 


b) 3 8|-4|-2 1 z 
f(x) z 1|-2|-4|-8 
c |5|1)|2|/4|8 
f(3))8|4)|2|1|5 

YA 
J 
1 
ol 1 X 

Multiteka 

e Wykres proporcjonalności 
odwrotnej 


Przekształcenia wykresu propor- 
cjonalności odwrotnej 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 3.1 
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E 120 3. Funkcje wymierne 


3.1. Wykres funkcji f(x)=$ 


Rozpatrzmy funkcję f(x) = + — jest ona określona dla z € R \ {0}. 
Sporządzamy tabelę wartości funkcji f, a następnie szkicujemy jej wykres. 


GB 4 2 1 
f(x) 7 > 1 


Wykres funkcji f(x) = $, gdzie a ź 0, 
oraz każdą krzywą powstałą z tego wykresu 


N bl 
A elie 


przez przesunięcie o pewien wektor nazy- 
wamy hiperbolą. 


Własności funkcji f(x) = +: 


e Dla z < 0 funkcja f przyjmuje wartości 
ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje 
wartości dodatnie. 

e Funkcja f nie ma miejsc zerowych. 

e Funkcja f jest malejąca w przedziałach 
(—00;0) i (0; 00). 

Uwaga. Funkcja f(x) = 1 nie jest malejąca 

w zbiorze (—oo; 0) U (0; oo). 

Zauważmy, że każda z gałęzi wykresu funkcji 
poziomej y=0 oraz „zbliża się” do prostej 


1 1 
MESRECERE 
4|2|1|3 |: 


Hiperbola składa się z dwóch 
gałęzi. 
f(x) = + „zbliża się” do prostej 
pionowej x = 0. O takich pro- 


stych mówimy, że są asymptotami wykresu funkcji — odpowiednio asymptotą 


poziomą i asymptotą pionową. 


Ćwiczenie 1 

Na rysunku obok przedstawiono jedną ga- 
łąź hiperboli f(x) = £. 

a) Podaj brakujące współrzędne punktów: 
A,B,C, Di E. 

b) Sporządź odpowiednią tabelę i naszki- 
cuj obie gałęzie tej hiperboli. 


Ćwiczenie 2 
Sporządź odpowiednią tabelę i naszkicuj 
wykres funkcji f. 


a) f(2)= Ž 


Q 

AZ 
pex 
|) 
8 

> 
I 
8 | o 


—9|-1|- 


—8| -4 


| 
Ha 
+= |ie 
NW 
já 


—1|-2 


-—1|-2 


c |-6|-3|-1|-5|35|1)3|6 
f(z)|-5|-1|-3|-6/6|3|1]|5 


Ćwiczenie 4 


a) 


Ćwiczenie 3 

Na rysunku obok przedstawiono wy- 
kresy funkcji: f(x) = +, g(x) = 2, 
h(x) = $ oraz k(x) = £. 


a) Oblicz wartości każdej z tych funkcji = 

dla z = —2. 

b) Dobierz wzór do każdego wykresu. 

c) Do których hiperbol należą punkty: 1 X 
A(2,3), B(2,3), C(4,4), D(—4,—3), o| 1 


E(—3,—6)? 


Aby naszkicować wykres funkcji g(x) = —+, gdzie z € R \ {0}, można wyko- 
rzystać odpowiednią tabelę wartości funkcji lub odbić symetrycznie względem 
osi OX wykres funkcji f(x) = 2. 


T 


Własności funkcji g(z) = —+: 


„ Dla a < 0 funkcja g przyjmuje war- 
tości dodatnie, natomiast dla z > 0 — 


| 
l 

l 
P 
I 

1 


l 


przyjmuje wartości ujemne. 

„ Funkcja g nie ma miejsc zerowych. 

„ Funkcja g jest rosnąca w przedziałach 
(—0o;0) i (0;00), ale nie jest funkcją 
rosnącą w swojej dziedzinie. 

e Prosta y = 0 jest asymptotą poziomą, 
a prosta x = 0 — asymptotą pionową 
wykresu funkcji g. 


e 


Ćwiczenie 4 
Sporządź odpowiednią tabelę i naszkicuj wykres funkcji f. 
2 


a) flaj=-> b) f(aj=-+ œ) fln)=-+ 


Czy wiesz, że... 

a Wykres funkcji f(x) = + ma dwie osie symetrii 
— są to proste y = x oraz y = —x. 

a Punkt O(0,0) jest środkiem symetrii wykresu 
funkcji f(x) = 2. 

Ogólnie, proste y= x i y = —z Są osiami syme- 
trii, a punkt O(0,0) jest środkiem symetrii do- 
wolnej hiperboli o równaniu y = 4. 


Ćwiczenie 3 

APE EINE SR7 = 
b) niebieski — f, zielony — g, czerwony — h, brązowy — k 
SASRES, CE DS. ESR 


3.1. Wykres funkcji fx=2 121 paz 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) najmniejsza: 3, 
największa: 6 
b) najmniejsza: —4, 
największa: —2 
c) najmniejsza: 4, 
największa: z 
d) najmniejsza: —5, 
największa: —5 


2.a) f(D) = (2;2) 

b) f(D) = (00; —2)U (2;00) 
c) f(D) = (—2;0) U (0;4) 

3. a) a= —8, f(—2V2) =2y2 
b) a= 16, f( 32) =ay3 
c) a= —14, f(-2y2) = KŻ 
d)a=}, f( 2y) = 5 

4. a) a = —3, P(1, —3), 

(z) > —3 dla 


b) a = —6, P(2, —3), 
f(z) > —3 dla 
x € (—0o;0) U (2; oo) 


5. a) a = 2, najmniejsza: —2, 
największa: 1 
b) a = —4, najmniejsza: —2, 
największa: 4 
c) a = —6, najmniejsza: —3, 
największa: 6 

6. Wyznaczamy punkty przecię- 
cia prostej z hiperbolą. 


W = Bi 
y=ż 


A(1, 2), B(—1, =2) 
Zatem |AB| = 2v5. 
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Zadania 


1. 


Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartość najmniejszą i wartość naj- 
większą w przedziale (1;2). 
6 


a) faj=>  bfaj=-> o) flaj=— d) f(a)=—> 


T 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = $, której dziedziną jest zbiór D. Podaj 
zbiór wartości tej funkcji. 
a) D = (2;8) b) D = (—2;0) u (0; 2) c) D=(=0;-2)U(1;o0o) 


Dla jakiej wartości współczynnika a punkt P należy do hiperboli bę- 
dącej wykresem funkcji f(x) = 4? Oblicz wartość funkcji f dla argu- 
mentu z = —2y2. 


a) P(—1,8) b) P(3, —32) c) P(—4,33) d) P(—4,—ż4) 
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = $. Oblicz a. Znajdź 
współrzędne punktu, w którym hiperbola przecina prostą y = —3. Od- 


czytaj z wykresu, dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości 
większe od —3. 


a) tY 


Dla jakiej wartości współczynnika a punkt P należy do hiperboli będącej 
wykresem funkcji f(x) = $? Naszkicuj wykres tej funkcji i podaj wartość 
największą i wartość najmniejszą, jakie przyjmuje ona dla argumentów ze 
zbioru (—4; —1) U (2;6). 


a) P(2V2+2,V2—1) b) P(1—v5,1+v5) e) P(v6— v24, v6) 


Oblicz odległość między punktami przecięcia prostej y = 2x z hiperbolą 
2 
y= 


Oblicz a, jeśli wykres funkcji f(x) = + przecina prostą y = z w punktach 
P, i P), a odcinek P,P, ma długość: a) 4y2, b) 8. 


. Wyznaczamy punkty przecięcia prostej z hiperbolą. 


y=c 
UZ 


P,(>va, 4a), Pa(/a, va), a>0 (lub Pi (va, va), P;(—Va, —va)) 
Zatem odległość |P; P>| = 22a. 


a) 2V2a =4y2, a=4 
b) 2V2a = 8, a = 8 


Uczeń: 


3.2. Przesunięcie wykresu funkcji ssa 
f(x) = a O wektor f(x) = 5 o dany wektor, 


podaje wzór i określa 
własności otrzymanej funkcji 

— wyznacza dziedzinę i podaje 
równania asymptot wykresu 
funkcji określonej wzorem 
JG)=5G Fa 

— podaje współrzędne wektora, 
o jaki należy przesunąć 
wykres funkcji f(z) = $, 
aby otrzymać wykres funkcji 
y= 5" + q; szkicuje wykres 
funkcji y = „* +4 


Przykład 1 

Wykres funkcji f(x) = 4 +2 otrzymuje- 
my przez przesunięcie hiperboli g(x) = + 
o 2 jednostki w górę, czyli o wektor [0,2]. 


Zbiorem wartości funkcji f jest zbiór 
(—00; 2) U (2; o0). 

Prosta y = 2 jest asymptotą poziomą wy- 
kresu funkcji f, a prosta z = 0 — asymp- 
totą pionową. 


— wyznacza równanie hiperboli 
na podstawie informacji 


Ćwiczenie 1 podanych na rysunku 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiór wartości tej funkcji oraz równania — dobiera wzór funkcji do jej 
asymptot jej wykresu. wykresu 

1 4 — wyznacza wzór funkcji speł- 
a) f(z) = FALI 3 c) f(x) = me 3 niającej podane warunki 


— wyznacza równania osi 
symetrii oraz współrzędne 
środka symetrii hiperboli 

Przykład 2 opisanej danym równaniem 

Wykres funkcji f(x) = -+ otrzymuje- 

my przez przesunięcie hiperboli g(x) = > 

o 3 jednostki w prawo, czyli o wektor [3,0]. 

Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ {3}. 

Prosta x = 3 jest asymptotą pionową wy- 

kresu funkcji f, a prosta y = 0 — asymp- 

totą poziomą. 


Ćwiczenie 1 

a) f(D) = R \ {3} 
asymptoty: x = 0, y = 3 
b) f(D) =R\{-1} 
asymptoty: x = 0, y = —1 
c) f(D) = R \ {-3} 
asymptoty: x = 0, y= —3 
d) f(D) = R \ {2} 
asymptoty: x = 0, y = 2 


= : - "= D) =RĄf1 
Wykres funkcji y = f(x — a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesunięcie R a a mai 


wykresu funkcji y = f(x) o a jednostek w prawo, czyli o wektor |a, 0]. f) f(D) =R\ {4} 


asymptoty: x = 0, y = —4 
Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzinę i równania asymptot wykresu tej 
funkcji oraz jej przedziały monotoniczności. 


1 2 —1 -2 
a) iB=>5 BIES e) f(w) = = d) f(z) = -5 
Ćwiczenie 2 
a) DZ R\ {2} asymptoty:z=2y=0 
Funkcja f jest malejąca w przedziałach (—oo; 2) i (2; o0). 
b) D = R \ {4}, asymptoty: x = 4, y = 0 
Funkcja f jest malejąca w przedziałach (—oo; 4) i (4; o0). 
JDS RA asymptote z=ly=0 Multiteģa 
Funkcja f jest rosnąca w przedziałach (—oo; 1) i (1; o0). e Postać kanonicza funkcji 
d) D = R \ {2}, asymptoty: z = 2, y = 0 homograficznej 


Funkcja f jest rosnąca w przedziałach (—o0; 2) i (2; o0). 
dlanauczyciela.pl | Kartkówka 3.2 
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Ćwiczenie 3 

a) D =R\{-1}, 
asymptoty: x = —1, y = 0, 
P(0, —1) 


IY A 
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b) D =R\ {-2}, 

asymptoty: x = —2, y = 0, 

P(0, 3) 
YA 
ANIE 
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e) D=R\{-4}, 
asymptoty: x = —4, y = 0, 
P(0, 1) 

YA 
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d) D = R \ {=3}, 
asymptoty: x = —3, y = 0, 
P(0, —5) 

YA 

1 
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Przykład 3 
Wykres funkcji f(x) = == otrzymuje- 
my przez przesunięcie hiperboli g(x) = —Ż 


o 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [—2,0]. 
Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ {—2}. 
Asymptotą pionową jej wykresu jest pro- 
sta x = —2, a asymptotą poziomą — prosta 
y=0. 


Wykres funkcji y = f(x +a), gdzie a > 0, otrzymujemy przez przesunięcie 
wykresu funkcji y = f(x) o a jednostek w lewo, czyli o wektor [—a, 0]. 


Ćwiczenie 3 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzinę tej funkcji i równania asymptot 
jej wykresu. Wyznacz punkt przecięcia wykresu z osią OY. 


1 3 4 2 
a) AES b) f=) = 5 c) fa) = za d) Jia) = -773 
Przykład 4 

Wykres funkcji f(x) = e + 1 możemy otrzymać przez przesunięcie wykresu 
funkcji g(x) = + o wektor [2,0], a następnie o wektor [0,1] (lub w odwrotnej 
kolejności). Można też od razu przesunąć wykres funkcji g o wektor [2, 1]. 


Prosta z = 2 jest asymptotą pionową wykresu funkcji f, a prosta y= 1 jest 
jego asymptotą poziomą. 


Wykres funkcji y = f(x — p) + q otrzymujemy przez przesunięcie wykresu 
funkcji y = f(x) o wektor [p,q]. 


Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę, zbiór wartości oraz równania 
asymptot jej wykresu. 


a) f(a) = z -3 


+2 
Ćwiczenie 5 
Podaj wektor, o jaki należy przesunąć wykres funkcji f, aby otrzymać wykres 
funkcji g. 


AAA :, (e) = i c) fa) = —, g(z) = —3+ z 
b) ffa) =—5, głaj=2-55 d) F(a)=-g, głaj=1+ zh 
Ćwiczenie 6 


O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f, aby otrzymać hiperbolę, 
której asymptotami są podane proste? 


a) f(z) = 2+2, z=3, y=-—6 


„y= 


Ćwiczenie 7 
Wykres funkcji f(x) = 4 przesunięto o wektor [p,q]. Podaj wzór i równania 
asymptot otrzymanej hiperboli. 


Zadania 


1. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzór funkcji g, jej dziedzinę, zbiór 
wartości i równania asymptot, jeśli wiadomo, że wykres funkcji g otrzy- 
mujemy przez przesunięcie wykresu funkcji: 

a) f(x) = + o 3 jednostki w dół, 


T 


b) f(x) = ź o 3 jednostki w lewo, 


c) f(x) = —Ż o 2 jednostki w górę, 


T 


d) f(x) = —ż o 2 jednostki w prawo. 


2. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = ——; dla pewnego a. 


a 
c—2 


Wyznacz wzór funkcji f. Oblicz f3) i f(—4). 
Bar adaa Ad 
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Ćwiczenie 4 

a) D = R \ {-2}, 

f(D) =R \ 1-3), 

asymptoty: x = —2, y= —3 

b) D =R \ {1}, /(D) = R \ {2}, 
asymptoty: x = 1, y = 2 

c) D = R\{-1}, f(D) = R\{3}, 
asymptoty: x = —1, y = 3 
Ćwiczenie 5 

a) [4,—6] b) [-2,2] 

c) [2,—3] d) [3,1] 

Ćwiczenie 6 

a) asymptoty wykresu 

funkcji J: B= 0, 2, 
asymptoty hiperboli: 

xz = 3, y = —6, wektor [3, —8] 

b) asymptoty wykresu 

funkcji f: z = —3, y = -5, 
asymptoty hiperboli: 


W= nS —4, wektor FE z] 


Ćwiczenie 7 
g(a)=—-, Fa, 
asymptoty: £x = p, Y = q 


Odpowiedzi do zadań 

1. a) g(x) = > —3, D = R\ {0}, 
g(D) =R \ {=3}, 
asymptoty: x = 0, y = —3 
b) g(z) = z, D = R {=3}, 
g(D) =R \ {0}, 
asymptoty: x = —3, y = 0 
c) g(z) = —7+2, D = R\{0}, 
g(D) =R \ {2} 
asymptoty: x = 0, y = 2 
d) g(z) = -z= D = R\ {2}, 
g(D) = R \ {0}, 
asymptoty: x = 2, y = 0 


3. a) g(£) = z +4, 3. Przesuń wykres funkcji f o wektor w. Podaj wzór otrzymanej funkcji, jej 


Dg =R\ {1}, dziedzinę, zbiór wartości i równania asymptot jej wykresu. 
g(Dg) = R \ {4}, — í w = [1,4 m. «w =[|-1 
asymptoty: z = 1, y = 4 a) DRE Wal e) fa) = c” u= [Fa] 
2 2 
b) g(z) = złz—1, b) f(z)= 2, u=|-2—1] d) f(z)=-—-, u = f2, —4] 
Dg = RJ (= . . sa SEKT 2 2 
SBE SM 4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbę punktów o obu współrzędnych 
o = = p= całkowitych Toya do jej wykresu. ; 
c) glz) = —z +3, a) f(z) = -= -3 c) Fa) =- ? 
D, =R\ {41}, SES 2 
o(D,) = RA {3}, WABI a d) F(a) = =a + 
wlej m= "LEZ 5. Wyznacz równanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po- 
d) g(w) = — 5 —4, danych na rysunku. 
D; = R \ {2}, a) 194 c) YA | 
g(Ds) = R \ (4), | 
asymptoty: x = 2, y = —4 r=-1 P(3,23) G=2 
4. a) 6 punktów : : 
YA 1 y= 2 = P(4, 5) 
y=1 H 
i O| i X o| i X 
O 
b) Yt 
xr=3 
: X 
W=-1. 0|-1 s i X 


> SE” 
b) 4 punkty "GMA 
c=—1l 


6. Wykres funkcji g, do którego należy punkt P, otrzymano przez przesunię- 
cie wykresu funkcji f(x) = $ o wektor w. Wyznacz wzór funkcji g. 


a) a = [2, —9], P(6, —8) c) w =([3,—ż], P(-2,—1) 
b) v = [5,5], P(z.1) d) X = |-v2, —6], P(1, —3V2) 
7. Podaj równania osi symetrii i współrzędne środka symetrii hiperboli o rów- 
naniu: 
a. = = 2 EEN 
à a) y=376 bys; tL oQys;pt> Mys TE 
50: 8. Wykres funkcji f(x) = 7 przesunięto o wektor [p,q]. Podaj równania osi 
y symetrii i współrzędne środka symetrii otrzymanej hiperboli. 
y 7. a) wektor przesunięcia [0, —6], 
do OSIESYMEWUNY "ONY =—TRIE, 
9 ED środek symetrii: S(0, —6) 
6. a) g(z) = „+ — b) wektor przesunięcia [4, 1], 
b) g(z) = zn +5 osie symetrii: y = (x — 4) + 1 = z — 3, y = —(x — 4) + 1 = —z + 5, 
Ba > środek symetrii: S(4, 1) 
c) g(x) = 4(x-—3) 4 c) wektor przesunięcia [—1, 3], 
d) g(x) = 2 ag osie symetrii: = (r+1)+3=x+4,y=-(1+1)+3=-=z+2, 
środek symetrii: $(—1, 3) 


d) wektor przesunięcia [7, 8], 
osie symetrii: y = (x — 7) +8 = x +1, y = —(x — 7) + 8 = —z + 15, 
środek symetrii: S(7, 8) 


8.y=1-p+qy=—c+p+-4q, S(p,q) 
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*3.8. Funkcja homograficzna 


Funkcję postaci f(x) = =, gdzie c # 0, określoną dla z € R \ {—2}, 


cz+d 


jeżeli nie jest ona funkcją stałą, nazywamy funkcją homograficzną. 


Podaną w definicji postać wzoru funkcji homograficznej nazywamy postacią 


ogólną. 


Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola — możemy ją otrzymać przez 
przesunięcie o wektor hiperboli y = -, gdzie r jest pewną stałą. 


Przykład 1 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = =. 


Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ {3}. 


Przekształcamy wzór funkcji: 


c-2 _ (c—3)+1 _ 1 

c-3 c—3 L+ x-3 
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- 
nięcie wykresu funkcji g(x) = 1 o wektor 
[3,1]. 
Ćwiczenie 1 
Naszkicuj wykres funkcji f. 

=g-l +3 

a) f(a) = = b) /(a) = Z 
Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = mia 


Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ {—2}. 
Przekształcamy wzór funkcji: 


s+1l _ (6+2-1 _j_ 1 __ 1 
c+2 c+2 =1 c+2 c+2 +1 
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- 
nięcie wykresu funkcji g(x) = —ż+ o wektor 
[-2, 1]. 
Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f. 
_ «c+3 _ «0-5 —__ c+1 
a) fa) = b) fœ) = 5 c) Fa) = 55 
Ćwiczenie 2 
a) f(z) = s F EO RAE 
l 
l 
I 
tJi 
l 
= + 
| X 
l 
l 
l 
l 


Uczeń: 

— przekształca wzór ogólny 
funkcji homograficznej do 
postaci kanonicznej 

— szkicuje wykres funkcji 
homograficznej i określa jej 
własności 

— wyznacza równania asymptot 
wykresu funkcji homogra- 
ficznej 

— podaje przykładowy wzór 
funkcji homograficznej, znając 
jej dziedzinę i zbiór wartości 

— rozwiązuje zadania tekstowe 
dotyczące funkcji homogra- 
ficznej 

— rozwiązuje zadania z para- 
metrem na podstawie funkcji 
homograficznej 


Ćwiczenie 1 
a) f(z)=3— 1, D; = R \ {0} 
M 


= 


b) f(aj=z5 +1 
D; =R\ {42} 
e) f(e) = 4 +1, Dy =R\ {1} 


£ 


Multiteka 


e Postać kanonicza funkcji 
homograficznej 

Przekształcenia wykresu funkcji 
homograficznej 


dlanauczyciela.pl |Kartkówka 3.3 


G Generator 


testów i sprawdzianów 
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Ćwiczenie 4 
a) Je) = 
d==l|y==2 


I 
I 
l 
l 
I 
l 
l 
l 
ij 
L 
I 
I 
I 
I 
l 
l 
ij 
l 


c) f(z) = za 3: 
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Postać f(x) = „5 +q, dla z € R \ {p} ir # 0, nazywamy postacią 


kanoniczną funkcji homograficznej. 


Przykład 3 

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 3#. 
Dziedziną funkcji f jest zbiór R \ {1}. 
Przekształcamy wzór funkcji do postaci kano- 
nicznej: 


3c5-—1 _ 3(1-1)+2 __ 2 

x-i c-1 c-1 +3 
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesunię- 
cie wykresu funkcji g(x) = 2 o wektor [1,3]. 
Ćwiczenie 3 


Wstaw w miejsce |?| odpowiednią liczbę. Zapisz wyrażenie w postaci kano- 

nicznej. 

a) 30+4 _ 3(x+1)+ b) 20+5 _ —2(x—3)+|—1 ) 40 _ 2(2x—1)+|2 
c+1 c+1 c-3 c—3 2xa—1 2x—1 


Asymptotami wykresu funkcji f(x) = 35; +4, gdzie r # 0, są proste z = p 
Y= Oh 


Ćwiczenie 4 
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj równania asymptot. 

—2gz—1 2r+5 —3x—10 
a) f(a) = 2 b) f(a) = ek: e) fe) = E 


[D] Przykład 4 


Wykaż, że funkcja f(z) = = jest rosnąca w przedziale (—00; —3). 


z+ 
Przekształcamy wzór funkcji do postaci kanonicznej: f(x) = ziii = 5 +1. 


Niech z1, £2 E€ (—00; —3) oraz: Funkcja f jest rosnąca w przedziale (—00; —3), 
T1 < T2 jeśli dla dowolnych z1, x2 € (—00; —3), 
takich że 11 < z2, zachodzi nierówność 


f(x) < f(aa), czyli f(aa) — f(21) > 0. 


— —4(x1+3)+4(z2+3) am 4(02—201) 
(11+3)(«2+3) («1 +3)(c2+3) 


gdyż £ — xı > 0, 11 +3 <0, t2+3<0. 
Zatem f(x) < f(z2), czyli funkcja f jest rosnąca w przedziale (—00; —3). 


Badamy znak różnicy: 


>0 


[D] Ćwiczenie 5 Ćwiczenie 5 
2(£+1)+3 3 


Wykaż, że funkcja f jest monotoniczna w przedziale D. o) Je = = So 
x—5 2£+5 Niech z1, x2 € (—00; —1) oraz 
a x)= =—, D = (—2; 0 c g= , D = (—œ;—1 
) f(a) = Z$, D=(-23 00) ) Ja) =E, D=(-;-1) | 
b) f(z) = #5, D = (—00;4) d) f(a) = =, D= (—00;5) m+1<m+1 
3(01 +1) < 3(%2 + 1) /: 
Zadania / : (21 + 1)(z2 + 1) 
= T 3 3 
< 
s S A ; RE : ©2+1 011 
1. Przedstaw wzór funkcji f w postaci kanonicznej. Podaj równania asymptot sę. = A o 
wykresu funkcji f. z2 T zı SET 
je m ia Zatem f(x2) < f(z1), czyli funk- 
a) f(x) = © c) f(x) = 2 e) f(x) = 27 cja jest monotoniczna (malejąca) 
«c+3 «c+2 «c+3 A 
dziale (—00; —1). 
b) f(x) a —3z+10 d) f(x) = —2c+3 f) f(x) Z 4g w przedziale ( o0 ) 
m c-—3 c—4 2x+1 
2. Naszkicuj wykres funkcji f, podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. Odpowiedzi L zadań 
_ «a-—3 _ 2a—3 _ —4zm—11 il: a) (= = +2, 
= > b = = | c+3 
a) fa) = 2 LORES o) f(a) = = aa 2: 
3. Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu, dla jakich argumentów b) (z) = = —3, 
funkcja przyjmuje wartości dodatnie, a dla jakich ujemne. waż T J 
c) f(x) = =5 
—4 +2 2 z+2 , 
a) f(z) = 5 b) f(z) = 3 dIME=S asymptoty: z = —2, y = 4 
d) f(2) = 3- 2 
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedziały monotoniczności. asymptoty: „e 4y=-2 
il 
a) f(a) = = c) f(s) = E e) fa) = ZE o | 
- ” asymptoty: 1 = —3, Yy = 5 
b) f(2) = = d) f(x) = = ) f(2) = Z PoE 
c+1 c—2 20—1 ae i 


5 DI k k P l d k f k ? 3 a 2, ć j 
. a jakiej wartości parametru m punkt należ (0) resu funkcji ! 
>: P P y CO Wy ji f 2. a) D; =R \ {4} 


Wyznacz równania asymptot wykresu tej funkcji. OE RA 
a) J(e) = R, P(-3,2) b) f(s) = z, P(-4,1) b) Dr =R\ {1}, 
f(D;) =R\ {2} 
6. Podaj przykład takiej funkcji homograficznej f, której dziedziną jest zbiór c) Dq=R|f-2), 
R | {p}, a zbiorem wartości — zbiór R \ {q}. MB ZN 
=0,q=1 =1,q=4 =7q=-3 3. a) f(x) > O dla 
a) p=0,q c) p=l,q e) p=T,q AM: 
b) p=0, q= -5 d)p=—7,q=0 f) p=v2,q=V2 f(a) < 0 dla z € (4;5) 


b) f(x) > 0 dla 


7. Podaj równania asymptot wykresu funkcji f. se 30-25) 


a) f(x) = za Wykres funkcji homograficznej f(x) = == UD 2. 
3246 , „Be R c) f(x) > 0 dla z € (—1;0), 
ma asymptotę pionową x = —— 1 asymptotę 
b) f(a) — 10x+1 ? za; f(x) < 0 dla 
1r-4 JDOZIOMNĘ e z € (—00; —1) U (0; o0) 
4. a) f(a) = a 5. a) m = 28, z ZY f 
maleje w (—00; 4) i w (4; oo) bbm=;s-=-2ży- 
BIES" 4 6. a) np. f(z)= 4+1 
rośnie w (—00; —1) i w (—1;00) b) np. f(z)= 1-5 
asm | i 
a aa. e) np. f(z) = z +4 
rośnie w (—00; —2) i w (—2;00) i 
d) f(a) = -2-4 DR aa 
rośnie w (—00; 2) i w (2; o0) e) np. f(z) = z — 
e) Je) = —;+ +3, f) np. J(e) = 75 + v2 
rośnie w (—0o; 2) i w (2;0o) Tace, 
AGM ; a An 
P a E b) £ = 8, y = 20 


maleje w (—00; 4) i w (4; 00) 
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4. a) (2 M. 2-5) 6417) (3,8) 8. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
b) (—6, —2), (—4, —1), (—3,1), . ; ! 
(Ei = 05); 224 Wyznacz wszystkie punkty o obu współrzędnych całkowitych należące 
U , Fj 1 ? N T —4 
c) 680.220 (0,—1), do wykresu funkcji f(x) = 1 . 
(1, 2); (2, 4), (3, 10), 7: =4 7 —1 T—4 3 5 
(5,14), (6,8), (7,6), (8,5), f(a) = 3 = TEZDETA — 31 47, gdzie 1 z 1 
10,4), (16,5 Í baz: t i : 
Goa Ponieważ 7 jest liczbą całkowitą, f(x) Z -2 € Z. Zatem z — 1 
musi być dzielnikiem całkowitym liczby 3. Oznacza to, że: 
x — 1 € {-—3,—1,1,3}, czyli z € {—2,0,2,4} 
Istnieją cztery punkty o obu współrzędnych całkowitych należące do 
wykresu funkcji f. Są to punkty: (—2,6), (0,4), (2,10), (4,8). 
Wyznacz wszystkie punkty o obu współrzędnych całkowitych należące do 
wykresu funkcji f. 
_ 2z—1 __ —3z—10 __ 2a+4 
a) f(x) = E b) f(a)= ŻEM | e) f(a) = Z 
9. a) dla c = —2 stała, 9. Określ wartości c, dla których funkcja f jest odpowiednio: funkcją homo- 
dla c= 0 liniowa, ale nie graficzną, liniową (ale nie stałą), stałą. 
ot |flaj= żeś | ORE- ) fla) = E 
> c € R \ {—2, 0} homogra- a ©) = 13 a=: c = z5 
czna 
b) dla c = 8 stała, 10. Czy funkcja f jest funkcją homograficzną? Naszkicuj wykres funkcji f 
dla c # 8 homograficzna (zwróć uwagę na jej dziedzinę). 
c) dla c = 0 liniowa, ale nie 3x—9 —2x-—8 -2 
> Siy- Dos ga 9f- 


dla c # 0 homograficzna 


ia a ea DER 4a 11. Przeczytaj podaną w ramce informację. 


nie jest ; ; s3 A i : 
DOS RE Funkcję homograficzną można przedstawić w postaci kanonicznej, wy- 
nie jest konując dzielenie, np.: 
30—10 81 
c) f(a) = -3, D; = R\ {2}, PAS ara UTA 
mie jest bo (3x — 10) : (z — 4) = 3 reszta 2. 
11. a) f(x) = = +4 
UG === te Wykonaj dzielenie i przedstaw funkcję f w postaci f(x) = 5 + q. 
e) Je = z75 — _ 4a+9 _ 4a-5 delg 
a) f) = z5 b) f) = 4 c) IŻ 


12. a) Suma dwóch liczb z i y jest równa ich iloczynowi. Podaj wzór funkcji 
opisującej zależność y od x i naszkicuj jej wykres. 
b) Pole prostokąta o bokach długości z, y jest równe 2(x + y). Podaj wzór 
funkcji opisującej zależność długości y od x. Określ dziedzinę tej funkcji 
i naszkicuj jej wykres. 


12. a) f(x) = -= = 4+1, Dy = R\{1} b) f(x 


= 2, = 24,42, Dy = (2; 00) 
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Hiperbola 


aż 


Rozpatruje się też hiperbole określone równaniami a — a =1 lub a —=l, 
gdzie a,b > 0. Jeśli a = b, to asymptoty hiperboli są do siebie prostopadłe, 
a taką hiperbolę nazywamy równoosiową (rysunek po lewej). 


hiperbola sprzężona: 


y? x2 
Tron! 
b) (—4, 0), (4,0), 
y= —3L, UZ 30, 
A YA 
i N 
2 2 
Hiperbola z =G=l Hiperbola y? — 4 =1 N 
x 
w 
W tabeli przedstawiono dane dotyczące punktów przecięcia hiperboli z osiami > 
układu współrzędnych oraz jej asymptot. „All 
Q 
Równanie hiperboli z = a =1 a z zz =1 sa 


Punkty przecięcia z osią OX (a,0) i (—a,0) 


Punkty przecięcia z osią OY brak 
Równania asymptot y= 2 giy= — z hiperbola sprzężona: 
2 x2 
i ; 3 25 — 16 — 
Na rysunku obok przedstawiono hiperbol g -4 =1 c) (0, —4), (0,4), 
(kolor czerwony) oraz hiperbolę * — x? = 1 (kolor nie- y = —2r, y = 2r, 
bieski). AE 
Mają one wspólne asymptoty: y = —2zx i y = 2x. 4 A 
Hiperbole a rh =li s = = 1 nazywamy hiper- | 
- ; x Na 
bolami sprzężonymi. T 
1. Wyznacz punkty przecięcia hiperboli z osiami ukła- OR 1 X 
du współrzędnych oraz równania jej asymptot. zal. 
Naszkicuj tę hiperbolę. Podaj równanie hiperboli - ` 
sprzężonej. j > 
+2 2 2 Pe) a N 
JF-f=l  dĘ-f=1 
b) z — a =i d) £ Doei hiperbola sprzężona: 


2 2 
A = 
4 16 = 1 


. . $ 2 =4 
d) (0, —3), (0,3), y = —32, y = 3x, hiperbola sprzężona: x — %4% = 1 


AV 
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Uczeń: 

— szkicuje wykresy funkcji 
y=|/(2)|, y= (|x|) oraz 
y=|/(lz|)|, gdzie f jest 
funkcją homograficzną, 

i opisuje jej własności 

— wyznacza liczbę rozwiązań 
równania |f(z)| = m, 
F(el) = m i |F(lel)| = m, 
gdzie f jest funkcją homo- 
graficzną, w zależności od 
parametru m 


Ćwiczenie 1 
6) Dep = ID; = 10 = 18 | (OK, 
f(D;) = R \ {0}, 
g(Dg) = (0;00), 
h(Dh) = (—1; 00) 
YA 


(25 


Ə 


Multiteka 


e Postać kanonicza funkcji 
homograficznej 

e Przekształcenia wykresu funkcji 
homograficznej 
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*3.4. Przekształcenia wykresu funkcji 


Przykład 1 


Naszkicuj wykres funkcji y = |+|, gdzie z € R \ {0}. 


Szkicujemy najpierw wykres funkcji y = Ł, a następnie y = |-|. 


a 


Wykres funkcji y = |f (x)| 
otrzymujemy przez odbi- 
cie symetryczne względem 
osi OX tej części wykresu 
funkcji f, która znajduje 
się pod osią OX. Pozo- 
stałej części wykresu nie 


y= al 


zmieniamy. 

Ćwiczenie 1 
Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Określ ich dziedziny i zbiory wartości. 

2 2 2 b keu 6 A 
a) f(2)= $, g(z) = aj h(a)= qq -1 Zauważ, że ġ = |žl. 
b) /(a) = pp se) = -pp kla) =-— +3 

|z| |z| |z| 
Przykład 2 
Naszkicuj wykres funkcji y = F = 1). Podaj liczbę rozwiązań równania 


i _ 1| = m w zależności od parametru m. 


T 


Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkcji y = E — 1|. 
Z wykresu funkcji y = |+ — 1| odczytujemy, że równanie |+ — 1| = m: 

» nie ma rozwiązań dla m € (—0;0), 

e ma jedno rozwiązanie dla m € {0,1}, 


e ma dwa rozwiązania dla m € (0;1) U (1; o0). 


b) Df = D = Dr =R \ {0}, /(Dy) = (0;00), g(Dg) = (—00;0), k(Dn) = (—00;3) 
X s a e 1 


Ćwiczenie 2 
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m w za- 
leżności od parametru m. 


a) fæ) = |- +2] 


b) f(a) = |-- +2] 


1-9 
c 


Przykład 3 


a) Naszkicuj wykres funkcji y= 


Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. 


|c—1]" 


YA 


zali 


|z—1]| 


[1,0]. Dziedziną funkcji y = 


Zauważ, że wykres funkcji y = otrzymujemy przez przesunięcie wykresu 


pq jest zbiór R | {1}, 


+ o wektor 
|c-1 


|| 


a zbiorem wartości jest przedział (0; oo). 


funkcji y = 


b) Naszkicuj wykres funkcji y = 


1 ... |. . . . . > 2 oe 
—. Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. 


|] 
y 
Wykres funkcji y = f (|x|) 
otrzymujemy w następu- 
jący sposób: szkicujemy 
część wykresu funkcji f 
dla z > 0 (gdzie z € D;), 
a następnie tę część odbi- 
jamy symetrycznie wzglę- 
dem osi OY. 


Dziedziną funkcji y = Ka jest zbiór R \ {—1, 1}, a jej zbiorem wartości zbiór 
(00; —1) U (0; o0). 


Ćwiczenie 3 

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. 

Ćwiczenie 4 

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzinę i zbiór wartości. 

Ćwiczenie 4 e) Dr =RA(-2,2), (Ds) = (-00;—2U(-1500) 


a) D; =R, f(D;) = (0;3) 


Y Y 
ASB a 

o| 1 X À 

oli 


b) Dg = R \ 1—3,3), 
f(D;) = (=00;2) U (25; 00) 


Ćwiczenie 2 
a) 0 dla m € (—0c;0), 
1 dla m € {0,2}, 


2 dla m € (0; 2) U (2; oo) 
Y 
f 
O| 1 X 


b) 0 dla m € (—oc; 0), 
1 dla m € {0,2}, 
2 dla m € (0;2) 


KV 


O|1 
c) 0 dla m € (0;00), 
1 dla m € {—2, 0}, 
2 dla m € (—oo; —2) U (—2; 0) 


Ćwiczenie 3 
a) Df = R \ {-2}, 
f(Ds) = (0; œ) 


iO|1 
b) Df =R \ {3}, 
f(D;) = (7032) 
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Ćwiczenie 5 


Í 
1 
Oi x 
c) YA 
i 
=e eS H PEE PER RETE E E TEn 
GI X 
Ćwiczenie 6 


0 dla m € (—0o; 0) 
g(m) = 4 2 dla m € {0} U (1; co) 
4 dla m € (0; 1) 


"mmm 134 3. Funkcje wymierne 


Przykład 4 
Naszkicuj wykres funkcji y = 


ram 
|] 


Na rysunkach przedstawiono kolejne etapy powstawania wykresu funkcji y = | El = 1l 


Ćwiczenie 5 
Naszkicuj wykres funkcji f. 


a) flaj=|g-4 Dwl 9 ro 
Przykład 5 EREMIE M | 

Na rysunku obok przedstawiono wykres poon JE | j= 

funkcji f(x) = 1-2. Napisz wzór an | 

funkcji y = g(m) opisującej liczbę roz- wl 
wiązań równania f(x) = m w zależno- =i Z ERER 
ści od parametru m. Naszkicuj wykres sa Eae X 


funkcji g. 
Z wykresu funkcji f odczytujemy, że równanie f(x) = m: 
» nie ma rozwiązań dla m € (—00;0), 
» ma dwa rozwiązania dla m € {0} U (2; o0), 
e ma cztery rozwiązania dla m € (0; 2). 
Zapisujemy wzór funkcji g: 

0 dlam E (—;0) 
g(m)=4 2 dla m e {0}U (2; o0) 

4 dla m e (0;2) 


Wykres funkcji y = g(m) 


Ćwiczenie 6 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 


DL. 
|2-2] 


opisującej liczbę rozwiązań równania f(x) = m w zależności od parametru m. 


1] Napisz wzór funkcji y = g(m) 


Naszkicuj wykres funkcji g. 


Y 


Zadania 


1. 


Podaj dziedzinę i naszkicuj wykres funkcji f. Określ jej zbiór wartości. 


a) f(r) = +1 c) fæ) = |- +3| 


b) f(j=|3-4| Das] A aHa 
2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedziały monotoniczności. 
1 -1 
a) fa=qgig-4 o se) | 
— = a |-1-2 
b) f) = ZH d) /(2) = | 
3. Wykres funkcji f(x) = my (rysunek obok) 
przesunięto i otrzymano wykres funkcji g, 
którego asymptotami są: prosta pionowa 
xz = —2 i prosta pozioma y = —3. 
a) Podaj wzór funkcji g. Określ jej dzie- 
dzinę i zbiór wartości. 
b) Naszkicuj wykresy funkcji h(x) = |g(z)| 
oraz k(x) = g(|x|). 
4. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartości parametru m równanie 
f(x) = m ma dwa rozwiązania? 
— 4 — 4 _ -2 
a) f(x) <= |c|-4 b) F(x) = |c|+2 c) (z) |x|-1 
5. Naszkicuj wykres funkcji f. Napisz wzór funkcji y = g(m) opisującej liczbę 
rozwiązań równania f(x) = m w zależności od parametru m. Naszkicuj 
wykres funkcji g. 
1 2 2 
a) fa) =li- Drws- o) row jl- 
*6. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: 
f(a) = -|2 -1|+1 
Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = |m] 
w zależności od parametru m. 
*7. Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m? 
w zależności od parametru m. 
a) f(a) = niz b) d= gt 9 As lal! 
5. a), c) 6. 0 dla m € (—0o; —1) U (1; oo), 


1 dla m € {—1,0, 1}, 
2 dla m € (—1;0) u (0; 1) 

7. a) 0 dla m € (—00; — v2) U {0} U (V2;00), 
1 dla m € {- V2, V2}, 
2 dla m € (—v2;0) U (0; v2) 
b) 0 dla m € (—v3; V3), 
2 dla m € (—2; VOV 2) 
3 dla m € {—2, 2}, 
4 dla m € (—oo; —2) U (2; oo) 
c) 3 dlam=0, 
4 dla m #0 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) D; =R \ {0}, 


f(D) = (0; œœ) 

b) Dr = R \ {0}, 
f(Ds) = (0; œœ) 

c) Ds =R \ {0}, 
f(D) = (0; œœ) 

d) D; = R \ {0}, 
f(Ds) = (~; 0) 
e) Dr = R \ {0}, 
F(D;q) = (—3; œ) 
f) Df =R \ {0}, 


FD) = (~; 2) 


. a) rośnie w (—00; —2), 


maleje w (—2; oo) 

b) rośnie w (3;0o), 
maleje w (—00;3) 

c) rośnie w (—00; —3) 
i w (1;co), 

maleje w (—3; 1) 

d) rośnie w (—1; 1), 
maleje w (—o0o; —1) 
i w (1;0o) 

e) rośnie w (1; oo), 
maleje w (—oo; 1) 

f) rośnie w (—00;3), 
maleje w (3; oo) 


„ a) g(a) = pig —8, 


g(D) = (—3; 00) 
b) hll Y 


| 
| 


I 
| 
| 
| 
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Hiperbola i hiperboloida 


Ogólna definicja mówi, że hiperbola to zbiór tych Y 
wszystkich punktów P na płaszczyźnie, dla których N 
wartość bezwzględna różni 
konkretnych punktów F; i F 


Obrót hiperboli 


Hiperboloida to powierzchnia zakreślona w wyniku obrotu hiperboli wokół jej osi symetrii 
w przestrzeni trójwymiarowej. 


Po obróceniu pokazanej wyżej hiperboli Po obróceniu tej hiperboli wokół osi OX 
wokół osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloidę dwupowłokową. 
jednopowłokowa. 


=>. 
Y 


3.5. Mnożenie i dzielenie 
wyrażeń wymiernych 


Wyrażenie wymierne to wyrażenie arytmetyczne utworzone z liczb wymier- 


nych i zmiennych, w którym mogą występować tylko działania dodawania, 
6044 7 2243 © 1-4 

2) x? x-4’ «2-1 «2+1 
Dziedziną wyrażenia wymiernego jest zbiór tych wszystkich argumentów, dla 


odejmowania, mnożenia i dzielenia, np.: 


których wyrażenie ma sens liczbowy. Należy zatem pamiętać, że miejsca ze- 
rowe mianownika nie należą do dziedziny. 


Przykład 1 


Podaj dziedzinę wyrażenia e a 


3037-72 * 
3a? — Ta = 3x(x — 3) = 0 dla z = 0 oraz dla z = 5, więc dziedziną wyrażenia 
jest zbiór D = R \ (0,7 


Ćwiczenie 1 
Podaj dziedzinę wyrażenia. Oblicz jego wartość dla z = —1. 
a) 3x5 +23 +x ) 19x117+823—6 ) 6x-9 ) 1427 +8x7+4 
x2—9 «2-34 x2? +5x+6 x£5+27x2 
) 6x?+3c—7 ) 6x7-5x+1 ) 4x3 +2a+1 ) 5x?—10x 
4x2—25 2x2+5a 2x2—7x+6 «3-5axa2+4a«—20 


Aby uprościć wyrażenie wymierne, rozkładamy wielomiany w liczniku i mia- 
nowniku na czynniki. Należy jednak pamiętać, że dziedziną wyrażenia uprosz- 
czonego jest dziedzina wyrażenia przed uproszczeniem. 


Przykład 2 
Podaj dziedzinę wyrażenia = 


-7 2z , a następnie je uprość. 


Dziedziną wyrażenia jest zbiór D = R \ {—2, 2}. 
x? (x—2 1 g? 
x2?—4 (+2) (1—2)! x+2 


«3-242 


Ćwiczenie 2 
Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. 
x2-9 2x27+10x x?—1 xr3—3r? 
a) 3-0 c) «2—25 e) zi-q3 8) 12—6x+9 
2. 3 2 2 
b) 3x —6x d) $ tag f) - a ) c a ali 
c—2 «0% +4 «c*-—2a «*-16 
Komentarz 


Pojęcia mnożenia i dzielenia oraz dodawania i odejmowania wyrażeń wymiernych 
warto wyjaśnić uczniom na przykładach i poprzez opis słowny. Podczas wyko- 
nywania działań uczniowie często zapominają o dziedzinie. Dlatego warto przy- 
pilnować ich, aby zaczynali od wyznaczenia dziedziny. Przy dzieleniu wyrażeń 
wymiernych uczniowie często zapominają o założeniu, że licznik drugiego wyrażenia 
musi być różny od zera. 
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Uczeń: 

— wyznacza dziedzinę prostego 
wyrażenia wymiernego 
i oblicza jego wartość dla 
danej wartości zmiennej 

— upraszcza w prostych przy- 
padkach wyrażenia wymierne 

— wyznacza dziedziny iloczynu 
oraz ilorazu wyrażeń 
wymiernych 

— mnoży i dzieli wyrażenia 
wymierne 

— wykorzystuje mnożenie 
i dzielenie wyrażeń 
wymiernych do rozwią- 
zywania zadań 

— mnoży wyrażenia wymierne 
dwóch zmiennych i podaje 
konieczne założenia 


Ćwiczenie 1 

a) D=R\{- AL 

b) D=R\{-%5 ba 
| 0= R \ {0,3} Ž 
d) D =R \ {-4, „= 
e) D = R \ {-3, —2), = 
f) D =R\ {4,2}, —3 

g) D = R\ {-3,0}, 1 

h) D =R \ {5}, -4 


a 


Ćwiczenie 2 

a DZIRWSNECEJ 
b) D = R \ {2}, 3x 

) D =R\ {-5,5} 75 
J D = iy 

EDE RAO e 

f) D= RA {0.2} -22 
g) D =R \ {3} 4 


H DER Ae eT 


(s) 


o a 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 3.5 


G Generator 


testów i sprawdzianów 


Przykład 3 
p P è ee g= 
Wykonaj mnożenie =] "= 
Zakładamy, że a? — 9 # 0 i 2x — 1 # 0, zatem z € R \ [-3, 1,3). 
402—1 1-3 _I(2e-r(2r+l)(x-37!_2a+1 
«2-9  2a—1 „ (2-3)(1+3)(22—t) 1 c+3 


Ćwiczenie 3 Ćwiczenie 3 
a) D=RĄ1-2,3),4 Wykonaj mnożenie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 
b) D=RĄf-3,0,3), -2 ) 40-12, 2e+4 —a2+5x 4071 (æ-2)? 2+% 
o) D= m0 (2z-1)(x-5) al aja ` 2x6 KE" r2 r2+4r+4 «2-4 
c Sy 2 2_ m3 2 
d) D = R\ {—2, 2,3}, -a5 b) 3-0 | zak. d) ca 9 0,5x+1 f) 3-2 2 tehi 
o) £ c*-9 0-4 9-3a 2xc—6 c*-c 
e) D=R\{ 2,2}, (x1+2)2 
f) D=R[[—1,0, 1,34, AR Przykład 4 
Wykonaj dzielenie Ja : api 
Zakładamy, że 1 + 4 Æ 0 i 3x + 12 # 0, zatem z E R \ {—4}. 
2 10 _ ON gba)! 3 
1+4  3u+12 «+4, Ws 5 
Ćwiczenie 4 Ćwiczenie 4 
a) D = R \ {2}, 8 Wykonaj dzielenie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 
b) D=R\{-3} -3 EE 5 PELE: RWE EN: 
c) D= EE 4 «0-2  4c—8 3-24 ` 4x—6 5c+35  «a+7 
d) D=R\{-}}, 4 ) -5 ,_10 d) 16 , 12 5 25 , 15 
e) D= R \ 7, zi 2x+1  6«0+3 30+1 9r+3 6:+9  4ax+-6 
f) D=R|4-z) 5 Przykład 5 
Wyk ; dziel +. «17+2a . c+2 a.ec_ad 
ykonaj dzielenie + : 5. BOJE. 
Zakładamy, że z? — 1 # 0, xr +2 Æ0igz?— x0, Ta c #0, 
d#0 


zatem z € R \ {—2, —1, 0,1}. 
z?+2r , +2 _ £?+2x gx?’-e 12)! | o(a} z? 
I 


z2—1 ` aż-—a «2-1 c+2 -Ea TR c+1 

Ćwiczenie 5 
Wykonaj dzielenie. 
a) 2x—6 , c—3 ) 20 , 6x? e) c3-1 . xz2?+£+1 

a ` 4g2 x2—9  12—6x+9 c-1 ` gx2?+1 
b) xz?—4 , ©+2 d) 125-73 , 1-5 ) «c+4 . x?+4a 

c+l  z2—1 «c2+2x+1 ` z+1 «2—30+9 ` x3+27 
Ćwiczenie 5 
a) D=R| 0,3), 2 : zał — H da l 
+2 % c—2)(1+2 c-1)(z+1 

b) D=R[f-2—1,1), —: zł = CDG. COGM — (x — 2)(a — 1) 

=s 2a oo 6x2 sg 20 (z—3)2 =, x-3 
c) D R \ 1-3 0, 3}, z2—9 ` g?—6s+9 (æ=3)(Œ+3) / 6a? 3z(0+3) 

= 125-03 , «-5 _ (5-z)(25+5z+z2) , s+1 _ _ z?+5r+25 
d) D R\{ 1,5}, T242r+1 ` sFl (z+1)2 ` x-5 c+1 

z3— z2+a a-1)(x2+x+1 z2 

e) D= R \ {1}, = e E =! = — À = = że TF 1 

= c+4 . cż2+4a _ c+4 (c+-3)(x12—3x0-9) — z+3 
f) D R\{ 4, 3,0}, z2—3xr+9 ` x34+27 a2-30+9 c(x1+4) pA 
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w 


-a 


Zadania 


Czy liczba 2 należy do dziedziny wyrażenia? 


17a7-130+2 c 
«2-51+6 


9x1—2x3+11c—6 


1107-51-83 
) b) a5-—q1—10x+4 


c2+4qc+4 
Które spośród liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie należą do dziedziny wyra- 
żenia? 
16x07 +x+5 
| b) 


211—16x13+9 


«3-—12—2g 


x5-3x141+20 d) 
xt—4r3+4r2 


xz2?—r—6 


Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. Oblicz wartość tego 


wyrażenia dla x = —1, jeśli liczba —1 należy do jego dziedziny. 
xŝ—T7rt xz?—1 11-343 —x? +r? 
a) z3? ) (c+1)2 e) «19a? 8) ©1—2a3+«2 
b) 207 +4x3 +22? d) x?—4 f) z%-1 ) 207+12x+18 
x3 +r2 x?—4xr+4 xt+2r2+1 12+5xu+6 
Podaj dziedzinę wyrażenia. Oblicz jego wartości dla x = —1 i x = —2. 
2_ z 3_ y 2 3 2 
a) 20 aa 10 b) - > 3 c) Ba RE d) 4x > +0 
c2+3a zaż-1 4103-55 2x2—7«—4 


Zapisz dziedzinę wyrażenia jako sumę przedziałów. Oblicz wartości wyra- 


żenia dla: z = —3, x= lix =3. 

a) u?+2a ) «+21 ) c-+-0,5 ) 3x7—6z 
«2-4 ©2—3 4c2—1 4c2—9 

Podaj dziedzinę wyrażenia. Oblicz wartość wyrażenia dla z = —2. 

) 4xc+2 c) z244 e) r3’+r-—2 

x2?—xr—2 xz3+8r2 +167% «3-8 

b) 2x7+9x+-4 d) «?+2a+1 f) xzt-r 

4z2—1 x2—r—2 x3—2gz2 +r 


Dane są wyrażenia A i B. Wyznacz dziedzinę wyrażeń Á, B oraz A: B. 


—_ 2-2 z z? +4r __ 6x-—5 m 5c—6 
a) A 12-9zx B= c2+2«0 c) A= «3-4q) m «3—4a2+4c 
_ 4a7-1 _ 90-23 _ Ba?—20+4 _ 38«07-2a+5 
b) A ©2—4 ’ B 4a—23 d) A z3—2r2—r+2’ z2+r—2 
Wykonaj mnożenie. 
c-2 30 c—1 x3+a? 4x2—16 x? 
OUT d) c+l x-1 8) 6-30 4248 
30+4,5 l-r x-4 , (1+1)? a?+2u0+1 4-22 
b) c-1 c+-1,5 e) xz2—1 2x—1 h) x2?—4x+4 gx?-—1 
c) a i 3x—9 f) xr?—4 , xt—9r? i) x? +6r+9 , «3-27 
3-0 zt «3+3u2 z2+2x r2+3x+9 «2-9 
)D=RĄf-1,2), -3 8. a) D = R \ (0,2), Ž 
b) D=R\ {33h -5 b) D=RĄf-3,1), —3 
c) D=R|f-40), 2 c) D=R\ {0,3}, -3 
DOR (=1.2), 5 Á x2 
) M 7 4 d) D =R\{-1,1};, gr 
) Da =R \ {0,9}, Dz = R \ {-2, 0}, a ATE 


H D= -a-a A 


e) D=R\ (22) =© 


x+1)(x+2 
DoE AC 


Dą.B = R \ {—2, 0,9} 

b) Da = R\{-2, 2}, Dg = R\{-—2,0, 2}, 
Dą.s = R \ {—2, 0,2} 

c) Da = R \ {—2, 0,2}, Dg = R \ {0,2}, 
DaB = R \ {—2, 0, 2} 

d) Da = R\{—1, 1,2}, Dg = R\{-—2, 1}, 
De R o 


mie 


Odpowiedzi do zadań 


1. 
2. 


3. 


a) tak b), c) nie 
a) 0 b) 0, 2 
c) —2, 3 d) —1, 0, 2 


a) D = R \ {0}, a? — 7a, 6 
b) D=R|f-1,0), aT 
510 

c) D =R\{-1}, = 
-1g D 

d) D = R \ {2}, SĘ, —4 

e) D =R \ {-3, 0, 3}, 

sf T3 


f) D=R, 541,0 


g) D =R\ {0.1}, 
(+e) p 


l 
h) D = R \ {-3, —2}, 
2(x+3) 4 
x+2 ? 


. a) D = R \ {3,0}, 


wartości kolejno: 1, —5 
b) D= R \ {-v2, v2}, 
wartości kolejno: —10, 1 
c) D =R\ {V2}, 
wartości kolejno: >, 0 
d) D =R \ {= 4}, 
wartości kolejno: —5, —1 


. a) D = (—00; —2) U (—2; 2)U 


U (2; o0), 
wartości kolejno: 2, —1, 3 
b) D = (~œ; —vV3)U 


U(-v3; V3) U (V3;00), 
wartości kolejno: 5, —11, 5 
e) D= (== U(=55)U 
Ue 
wartości kolejno: -4, H, T 
d) D = (~œ; -5)U(-5; $)U 
ul(H ea); 

5 8 


wartości kolejno: 3, 5, 


wl 
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9. a) D = R \ {-3, —2,0,2), 9. Wykonaj mnożenie. 
ACRE 2 3 2 2 2 3 2 
2(1+2) ) «*+6x+9 © —20 b) «-16 , l-r ) c*+3a+3c+1 , c+2 
b) D=R Ń (4, —1}, 2x2—8 x2? +3x c+1 c+4 «c2+2xa+1 c2—1 
-x° +5r — 4 10. Wykonaj dzielenie. 
c0) D=R\ L1 = a) 3223 , 2-1 c) 10242 , 5e+1 ) z3 2x 
10. a) D= R \ {0, i 2 4x ` 6r z2 j a 6x-—2 1-32 
aj 2(:-+2)2 2r+4 3-2 6-42 | 2x—3 c+1 0-1 
b) D= R\ A (1-3)? b) c-3 ` c+2 d) (1-x)2 ` x-1 ) (x+2)2? ` x2—4 
c) D=RĄ(-5,0), 7 2 NE 
D DER == 11. Uprość wyrażenie. 
To 7 Ger 
1 12 r? +2a+1 1?+8x+16 4z?—1 
e) ID) = R | (0, alk KA ) c-3 b) 6x1—9 ) c2+4q+4 
f) D = R \ (-2 —1,1, 2), a c+1 «3—16z 402—4a0+1 
- © — x?—9 6x—4r? z?—4 
11. a) D = R \ {—3, —1, 3}, 12. Wyznacz dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. 
(x +1)(x +3) =2 3x—6 x?-r 
-1 
b) D =R \ {—4,0, 3,4}, a) f(z) = 5 c) f(x) = c—2 e) f(z) = s 
2(x+4 wj — że 
-42 > | © 
g 20—8 
c) D = RAAR ,,21, z=] +2 
(22+1)(0-2) b) (z) w = d) f (z) = 2 f) f (z) =— 
GFC) 1 z+2 rej 
12. a) f(x) = —2, D = R \ {0} 
AY 13. Pole prostokąta wyraża się wzorem P = = 
oli z a długość jednego z jego boków jest równa Ś b P 
al —, gdzie z > 2. Wyznacz długość drugiego a i 
boku tego prostokąta. ei s+1 s*Ę1 
b) f(z) =2, D=R\ {1} 
YA 14. Dany jest prostokąt o bokach a, b oraz po- = zu mami 
1 f lu P. Przerysuj do zeszytu tabelę przedsta- 
> . a W f nN 3 Auo E 
oli 4 waong obok i ją uzupełnij. Podaj odpowiednie t = Li 
założenia. 
c) f(z) = 3, D =R \ {0,2} 
Y4 15. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
i 1 
1 R x x z? +y? rt-g?y? 
oli z Uprość wyrażenie y gi 
d) f(x) = 2z, D = R \ {-2} Zakładamy, że x Æ y i x Æ —y. 
Y ży? sty? lpg tgl _ a? 
AA aż-yż gt-yt — gy? (y2) (r2—y?);) 27-y? 
1 X 
Uprość wyrażenie. 
) (x+y) (x-y) , a”+zy? b) 3z+y | 8x? +4ry c) 6xr+3y | 4z? —2cy+y7 
z2? +2ry+y? xt-—yt 2r+y  9x2-y2 8r3+y3 c2+y? 
e) f(z) = x°, D =R \ {0,1} 
Y f 13. R : = = TOFA i > z = 


14. kolejno w wierszach: z > —1, x > —2, x > 3 
> Ba a 
Ol1 X G+), eet) _ _ 
f) f(x) = (x t 2)? e 4, (CE) : (x4+y a 
D= R \ {0} b) x A 3Y: L F -3Y T F 3V, 


4xr(2x+y) — 4x 
3c-y 


v 


3c+y | 
2x+y  (3z+y)(Bz=y) 


c) a aj —šy, 
3(2x+y) 
(2+y)(4«7-2cy-y7) 


BW 


p 4r? —2ry+y? 
z2+y? 


EA 
cy? 
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Uczeń: 


2 Dodawanie | odejmowanie — wyznacza dziedziny 
wyrażeń wymiernych samy i różnicy wyrażeń 


— dodaje i odejmuje wyrażenia 
Reguły dodawania wyrażeń wymiernych są analogiczne do reguł dodawania 7 swej 


wymierne 
ułamków. Szczególną uwagę należy zwrócić na dziedziny dodawanych wyrażeń. — przekształca wzory, stosując 
działania na wyrażeniach 
Przykład 1 wymiernych; wyznacza 
Wykonaj dodawanie z4 ATG 2, Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. z danego wzoru wskazaną 
; : R n5 zmienną 
Dziedziną wyrażenia jest zbiór R \ {— 4,0}. 
—4 + 2 —40 | 2(2x+1) _ Wspólnym mianownikiem 
2x+1 zx (Qx+1)x | (2z+1)x obu ułamków jest (2x + 1)z. 
__ —4r+4r+2 2 
(2x+1)z (2z+1)z 
Przykład 2 
Wykonaj odejmowanie a — mah Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. 
Dziedziną wyrażenia jest zbiór R \ £—3,3). 
1 l-ż _ 1l =g z 
c-3 «2-9 «—3 (x1—3)(x1+3) 
Wspólnym mianownikiem 
c+3 1-2 Bo 4 
= obu ułamków jest 
(x—3)(x+3) (x—3)(x+3) (e323), 
_ @43-(1-2) _ 2u+2 Ćwiczenie 1 
(0—3)(:+3)  27-9 a) D=RĄf-3,3), $ 
2 E 
Ćwiczenie 1 bD RE OE 
Wykonaj dodawanie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. c) D =R \ {4,1}, aeS 
A e SF 4 23 > z 1240412 
a) x—3 c+3 c) c+4 g=l e) c2+« cż-c d) = R\{ 3, 3}, A 9 
= = D=R ILG De, 
b) z ku —5 d) 2 F 1 f) = ETIN ? Ę } z 3 
7 f) D F R\{ 1, 1}, EENE 
Cwiczenie 2 A > 
Wykonaj odejmowanie. Odpowiedź podaj w najprostszej postaci. Ćwiczenie 2 
a) 2 2 c) BEL |. c e) 8 — PE „A a) D= R\{ 20 nem 
z£ c+3 c+4 «c+1 «2—16 c—4 b)D= R| £2), — 3z 
RB = A O a BE 1: a 
b) c-2 3 d) c—4 c+2 f) c+1 z __ 4a+1 
, THIGH) 
Cwiczenie 3 2 
a l d) DE RN e 
Czy funkcja f jest funkcją homograficzną? e) DER -; aż 
, c—4)(c+4 
_ fa+f , 38245 2x — T 3 4z z 
a) F) = a A 2 b) JC = gg 5-3 | Ga 8 f) D=R\ {10} — 75 
Ćwiczenie 3 
a) D =R \ {-2}, 
as Dery -i Sete seta 3 — nie jest to funkcja homograficzna 
b)D= Ri 12), 
IMG) => = "a l a = = = — jest to funkcja homograficzna 
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Ćwiczenie 4 
a) D= R \ {=4, 0, 4}, EAE 


) 
d 
) 


xz(x2—16) 


) 
b) D=R|f-L 1), ——p4 
c) D =R \ {0,3}, — 

) 


x-1)? (x+1) 


T 
x(x—3) 


D=R)4|-5,0,5), 2 


) 12—25 


BR (am CE" 


©(x—1)2 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) D=R1[-23), moe 


—3)(0+2) 


b) D=RĄfLA, SE 


» We) 


c) D=R|[-L 1), 
1202—13x—11 
2(«x7—1) 


d) D=RĄ (0,2), 5zęreż4 
e) D = R \ {-5, 3} 


2x(x—2) 


—14z+10 


(x+5)(3x—1) 
f) D= R\{ 6,6} 28x—12 


> 36-r2 


2 DEER ONZE 
b) D=RĄf-2,2), 74 


a 


DERU Gz 


d) DEIRA 2), —202-3a0 


(e) 


) 
) 


D=R|(-10) 
()D=R.| lon 


(+2)? 


2 
> x2 (+1) 


? s(s2—1) 
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Przykład 3 


Wykonaj odejmowanie >” 2 


c2+2a 1c2-4* 


Dziedziną wyrażenia jest zbiór R \ {—2, 0,2}. 


Wspólnym mianownikiem 


1 2 1 2 
= = bu ułamków jest 
272 2—4 2 2)(a-2 > J 
z? +2r c z(1+2) («1+2)(x1—2) O 
z c-2 z 20 m 
| g(«c+2)(«1—2) x(«x+2)(«-2) 
— ©-—2—20 _ e+! _ -1 
xz(x+2)(x—2) gic+2J(z—2) u(x—2) 
Ćwiczenie 4 
Wykonaj działania. 
) 3-0 z 3+a« d) c+1 c+1 c—1 
c2+4a z2?—4r 12—25 1c2-5a «c2+5a 
) c+3 z c-3 e) 2x0—4 «c+2 EB «c+1 
c2—2x+1 c2—1 c2—2x+1 a «c—1 
jed 20—1 p) 52—1 | 3% _ 1 
c c-3 «2-3 4x2—1 2x2—« 2x+1 


Zadania 


1. Wykonaj działania. 


a) 3 J 4 c) 3x—6 6x—1 e) «c 2-30 
c+2 c-3 c-1 2x+2 «c+5 3x—1 

2 3 3x—1 c—T 2x+1 3-20 

b) c—4 x—1 d) c 2x1—4 f) 6—2x «+6 


0-6 , 20—6 a 1-32? c+2 c+3 
) c-1 c2—1 c) x—1 + x2—2x+1 e) x2 c2+a 
42 4 g x? +344 x—l1 c+1 
b) 1c2—4 2+z d) c+2 c2+4qc+4 f) c2+a + cż-c 
3. Wykonaj działania. 
a) 3 c+1 z ©2+4 ) r? je 2-—« z 6 
c—2 c+2 12—4 4x2—9 2x1—3 3-20 
b) 4 l-z , 2-1 ) 207—7  2-3r? _ 
12+6u 2x c+6 9x2—6x+1 3x—1 
4. Uprość wyrażenie. Oblicz jego wartość dla x = —3. 
) xz? +r-3 c+2 1 ) 3z—3 c+1 e 5-0 
12—6x1+9 2x1—6 «2—16 4-2 2x8 
3. a) D =R \ {72,2} 5 
ak; 327312 
b) D =R \ {-6, 0}, 3z 
-r2 c 
o) D=RNf-3,3), reż 


uż-Te— 
JDERI Stz.5 
-g2 c= 

4. a) D z R \ {3}, h =ll 


2 = 
b) D= R\{ dl 4), TC * z 


5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 5. Ro = EHE, Re = ae 


Wyznacz Ry ze wzoru + = + + 7> 
1 


R2’ Rı 
La g 
Re w Ry + Rə TE, 
N SA A 
TORON LB. | 


1 Rə- Re R 


jest oporem zastępczym 
układu dwóch oporów Ry i Ra 
Zatem Ry = e połączonych równolegle. 


R RR 


Wyznacz Ra oraz R, ze wzoru A =} 4 +, 


R Rı R2 
6. Wyznacz ze wzoru wskazaną zmienną. GNANZE aż 
= 28 
a) P=m*+mrl, l e) F= mg- mw?’R, R A 
h= 
b.P==*.4h, b f) F=mg-—mvR, m 2 za 
—_1 — 1 1 d)r= į = 
c) V = irr?h, h g) W=GMm(i-3), m z AE 
d)V=3mr", r h) W=GMm(i- 2), r WAS 
f) m= zp 
[D] 7. Podstawą prostopadłościanu jest prostokąt o bokach a i b. Wysokość tego gjm=g R. z 
prostopadłościanu jest równa h, jego pole powierzchni całkowitej wynosi P, h) r = RGMm 
a objętość — V. Uzasadnij, że: OZ 
P 2 1 1 1 P 2ab+2ah+2bh 
v 2(2+7+2) 1.5 abh 


Czy wiesz, że... 


Jeśli z oznacza odległość przedmiotu AB 
od środka soczewki, y — odległość od 
środka soczewki do obrazu A'B’ tego 
przedmiotu, a f — ogniskową soczewki, 
to: 


8. Chcemy sfotografować ropuchę odda- 
loną o 60 cm od soczewki aparatu, 
której ogniskowa jest równa 90 mm. 
Jak daleko musi być odsunięta so- 
czewka obiektywu od powierzchni ma- 
trycy światłoczułej, jeśli chcemy otrzy- 
mać ostre zdjęcie? 


8. x = 60 cm, f = 90 mm = 9 cm 
AMIS GII 
ZW 
EAN Z NEA PSK 
Y Fe 9 180 
180 10 
y ~ 10,59 cm 
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Uczeń: 

— rozwiązuje równania 
wymierne, podaje 
i uwzględnia odpowiednie 
założenia 

— znajduje współrzędne 


punktów wspólnych hiperboli 


i prostej 

— rozwiązuje algebraicznie 
i graficznie układy równań, 
w których występują 
wyrażenia wymierne 


Komentarz 
Kolejne etapy rozwiązywania 


równania wymiernego zle) = 


warto omówić bardziej szczegó- 
łowo i zaproponować uczniom, 
aby rozszerzyli ten plan własny- 


mi słowami. To pozwoli im 
na powtórzenie i lepsze zapa- 
miętanie materiału. 


Ćwiczenie 1 
a)z=3 

b) z = —4 
c) x = —4 
d) z = -2 
A] a= 


f) sprzeczne 


SE 2 


PSA 
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3.7. Równania wymierne 


Przykład 1 


ACZ” .  ©2—2a 
Rozwiąż równanie 


©2—4 
Zakładamy, że z” — 4 Æ 0, czyli z € R \ {—2, 2}. 
2 — 2z = 0 & x(x — 2) = 0 & (x =0 lub z = 2) 


Odrzucamy x = 2 jako sprzeczne z założeniem, 


=0. 


Przyrównujemy do zera 
licznik wyrażenia. 


zatem jedynym rozwiązaniem równania jest liczba 0. 


Rozwiązywanie równania wymiernego = — = 0 składa się z etapów: 
a wyznaczenie miejsc zerowych San w i przyjęcie założeń, 

a wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu u, 

u uwzględnienie założeń i sformułowanie odpowiedzi. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
c(c—3) _ r?+4r r?—16 _ 
) x(c+2) c) z(c—6) 0 e) 2z2+85 
z+3 ) (+4) +2)(z+3 ?+2r+1 
) ane z d) e 5 = 0 f) | =. 
Ćwiczenie 2 
Rozwiąż równanie. 
207+50—3 r?—2r-—3 2z?—3x+1 
) 4z2—4r+1 =0 c) 12—1—6 =0 e) xr?—3xr+2 =0 
9x7+120+4 _ r?—-5r+4 6xz?+z-1 
b) 3xz2—-xr—-2 0 d) a2+c-2 0 f) 3xz2+5z—-2 0 
Przykład 2 


Zara — 3 


Rozwiąż równanie | — 


Zakładamy, że 2x — 1 # 0, czyli z ź 3. 
20+2 _ , z 
| T3 / (22-1) 
21 +2 = 6x —3 
4z = —5 / : (—4) 


g= 5 Hiperbola y = 3 


2x+2 
m 


—, i prosta y = 3 


przecinają się dla z = 5. 


Liczba Z spełnia założenie, więc jest rozwiązaniem równania. 


Ćwiczenie 3 
Rozwiąż równanie. 


30+2 _ 3 a Ta+6 _ 0-5 o _ 
a) z =a ) —20+7 c) 1-30 > ) 30+1 = 
Ćwiczenie 4 
Rozwiąż równanie. 
2z?+1 6r r?+8 —3a7+2e _ 
a) a =g b) rA 1 c) aa? d) ou 3 
Przykład 3 
NE sn AB+T _ 
Rozwiąż równanie qr = z +3. 
Zakładamy, że z £ —1. 
40+7 _ | 
1 =1+3/:(x+1) 


4g + T =(c+3)(c+ 1) 
4c+f=x+4x0+8 
c =4 
xz = —2 lub z = 2 


Liczby —2 i 2 spełniają założenie, więc są Hiperbola y = 427 i prosta y = 1 +3 


X 


rozwiązaniami równania. przecinają się dla z = —2 oraz x = 2. 
Ćwiczenie 5 
Rozwiąż równanie. 

1 6 _ 2044 _ 2-30 _ 
a) = =2+2 c) 5=2+5 e) zitl g) a 2041 

9 38 303 _ 3 w _1ı 
b) zz =? d) 5-0 f) r wi z h) z T ona 
Przykład 4 
Rozwiąż równanie ma = =: 
Zakładamy, że x + 1 Æ 0 i x — 2 # 0, czyli x € R \ {—1,2}. 

2 _ 3 i = 
udał Ado aa. 


2(x — 2) =3(x + 1) 
2x—4=3xz+3 
r=- 


Liczba —7 spełnia założenia, więc jest rozwiązaniem równania. 


Ćwiczenie 6 
Rozwiąż równanie. 

T —_ 3 -2 _ 4 c _ xz+2 c-—3 _ x-2 
a) c+l  x+5 b) x—1 2x+3 c) c-2 x-1 d) 2x 2xa+1 


Ćwiczenie 3 
a)jz=l 

b) z = 

6) = 

d)c=-g 
Ćwiczenie 4 

a) x = —1 lub r = 1 
b) z = —3 

c) x = —4 lub r = 4 
d) z = —6 
Ćwiczenie 5 

a) x = —1 

b): =3 

c) x = —6 lub r = 1 
d) x = —3 lub r = 1 
e) x = —żŻ lub r =3 
Hr hubr =] 
g) x = —4 lub z = 0 
h) xz = -3 
Ćwiczenie 6 

a) x = —8 
b)z=-—} 

6) a= 

d) x = —3 
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Odpowiedzi do zadań 


1. a) z = —8 

b)z=8 

6) A= 

d)z=0 

e) x = —1 

O a = Wubz=2 
2. a) x = —5 lub x = 3 

b): =3 

c) x = —3 

WEB 

e)xr=1 

f) brak pierwiastków 

całkowitych 
Saa >? 

b) z 

c) rE Re 

d) z =H p b 

z= dip 


9) a=? hbe=3 
f) x = —8 

4. Równanie I nie ma rozwiąza- 
nia, równania II, III, IV ma- 
ją nieskończenie wiele rozwią- 


zań. 

5. a) 1 
b) 0 
c) nieskończenie wiele 
d) 2 
e) nieskończenie wiele 
f) 1 

6. a) x = 0 lub r = 5 
b) x = —2 lub z = 4 
cjz=3 
d) 1 = —3 
e) x=0 
1) e= 
g) x = —2 lub z = —1 
h)1=4 
i) s=-1- lub 
g= I a lub xz = 0 
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Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 


4 38 c _ +2 c+1 c+1 
) g 2+r c) z- r e) go 2x+1 
2 l c-—3 _ c+3 c+1 z 2 z 
b) «c+2 0-3 0 d) 0-2 «+2 f) 2x—1 g 
2. Znajdź pierwiastki całkowite równania 
c —5 2—2x 6x—4 
a) 23  1+2 c) z+l= gl e) 23s 2T 
_ 5r+3 _1_ g+l 2 
b) z= EE d) 1 = f) 6r+1 > 
3. Rozwiąż równanie. 
2 -8 1 m o _ 6 4_ 2 
a) 5c+10  12—4 c) 1-c T cl 1 e) £ = x—1 
2r+5 _ 1 2x _ 2g 2x+1 = 3 
b) a2ż—1  z+1 ) 2x3 2x0—3 f) r2?—-9 z-3 D 


4. Które z podanych równań nie mają rozwiązania, a które mają nieskończe- 


nie wiele rozwiązań? 


3c—3 6x1 —2 1-40 3x9 
I. 5 2 II. rg 2 III. 2 = —0,5 IV. ei = 0,3 
5. Podaj liczbę rozwiązań równania. 
__ 2-20 604 _ 3 _ 20—6 
a) sęl= c—1 c) 2-30 0 e) 2-1 2-40 
2xu—2 c x—l  a+1 30 6x1—3 
b) c-2 x-1 d) c+2 3+1 f) BR x-1 x-1 


6. Rozwiąż równanie. 


x(x—5 c+1 3 2 
a) ( Ji 1) = d) (2xr+1)(x+3) = 0 g) +30" +2z _ 0 
(3x+1)(x1+2) x(4xr?—1) x3 +3x2+4x 
c(x+2)(0—4) _ «3+2x7+«0 = xz3—7x? +12% = 
b) z(x-2)(x1+4) =0 e) (1+1)(x+2) =0 h) 2g4—5g3—3r2 0 
«?(«—3)(«+2) _ u3-90 o 2a+4a3+ae? 
) c(«x+2)(4—0) 9 f) c2—6x0+9 J i) zt—2r? +1 o 
7. A równanie. 
a 2 3 14 
a) q niz = 2 e) c+4 x-4 22-16 
3-2 5e 3 12 1 
b) 4z? +4xr+1 2x+1 0 f) c+2 c2—4 2a 0 
20 1-0 c+5 3. 36 
c) ©2—1 c2+2x+1 8) c-4 t T «2—4a 
2x+1 cl _ w. _ 1 _ 4 
d) x2+6x+9 + 9=r2 0 h) «c+2 2—:  12—4 
maja ou e =— 
b) g= == — lub z = m 


DE r 2,0,2}, z = Ż lub z = —2 ¢ D, zatem z = 


g) D = R \ {0,4}, z = —12 lub z = 4 ¢ D, zatem z = —12 


ii D=R E e 


1 lub z = 2 ¢ D, zatem z = —1 


8. Przeczytaj podany w ramce przykład. 8. a) Pı(—1,0), Pa(3,4) 
b) UE 0), P>(2,6) 
Wyznacz współrzędne punktów wspólnych wykresu funkcji y = zil c) P+(—1,0), P2(5,3) 
i prostej y = z — 3. 9. a) A(—2, —2), B(2, —2), 
©(2,2), D(—2,2), P=16 
Zakładamy, że z — 2 Æ 0, czyli x € R \ {2} i rozwiązujemy równanie: b) A(-v3, — v3), 
SPL w -$ B(V3, —v3), 
ja C(V3, V3), D(-V3, V3), 
z+1= (z-—2)(x- 3) LY P=12 
c+l=a -51+6 10. a) z = —3, y = —1 lub 
xr? —6:+5=0 p=ly=83 
A=(-6)7 —4-5= 16 
Ti z 1, To = 5 
Obliczamy drugie współrzędne punktów 
wspólnych: 
ys=l=3= 2, Va=5—3=2 


Zatem punktami wspólnymi hiperboli i prostej są (1, —2) i (5,2). 
b) x = —2, y = 1 lub 


Wyznacz współrzędne punktów wspólnych hiperboli y = iż i prostej: 5 A 
TEOD UE 
ajy=z+l, b) y = 2z + 2, c)y=zc+3. 
9. Osie układu współrzędnych są osiami symetrii YA 
kwadratu ABC D (rysunek obok). Wierzchołki A D c 
i C należą do hiperboli y = +. Podaj współrzędne 
wierzchołków kwadratu i oblicz jego pole dla: O X 
a)a=4, b) a =3. A B 


10. Rozwiąż graficznie i algebraicznie układ równań. 
—3 =.= 
a) U a b) U g=2 
y=T+2 y=-z-1 


11. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 
cji f(e) = > i g(z) = —x? + 20 + 1. Wyznacz 
współrzędne punktów przecięcia tych wykresów. 


12. Rozwiąż algebraicznie i graficznie układ równań. 


z 3 
y= za y=4- i 
a) / b) | 
y =° +20 y = |z| 
11. Pı(—1,—2), P>(1,2), Ps(2, 1) 
12. a) z = —3, y = 3 lub z = —1, y = —1 Dee aah ba aa n 
luba=0,y=0 lubz==-l,y=llubs=ly=l 


3.7. Równania wymierne 147 EEE 


Uczeń: 

— odczytuje z danego wykresu 
zbiór rozwiązań nierówności 
wymiernej 

— rozwiązuje nierówności 
wymierne i podaje odpo- 
wiednie założenia 


— stosuje nierówności wymierne 


do porównywania wartości 
funkcji 

— rozwiązuje graficznie 
nierówności wymierne 

— rozwiązuje układy 
nierówności wymiernych 


Ćwiczenie 1 

a) x 40, 2x(x — 2) < 0, 
x E (0;2) 

b) z Æ 0, x(x +2) <0, 
x € (—2;0) 

c) x 40, 2z(4x +3) < 0, 
x € (—3;0) 

d) z £ 0, 4z(8z + 3) > 0, 


z € (—00; —g) U (0; oo) 
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*3.8. Nierówności wymierne 


Przykład 1 
Rozwiąż nierówność ł < —1. 
Zakładamy, że z £ 0. 
żel 
T 
+1<0 
c 
3+a 0 
FE Iloraz dwóch liczb 


Rozwiązanie nierówności 3 < —1 moż- 


na również odczytać z wykresu. 


ma taki sam znak 

(3 i z)z <0 jak ich iloczyn. 
Szkicujemy odpowiednią parabolę i, uwzględniając zało- sj: pa 
żenie, odczytujemy rozwiązanie nierówności: x € (—3;0). = 0 X 


Uwaga. Nierówność 3 < —1 można również rozwiązać, mnożąc obie strony przez kwa- 


drat mianownika (kwadrat wyrażenia różnego od zera jest zawsze dodatni). Otrzy- 


mujemy wtedy nierówność 3x < —x?. 
Ćwiczenie 1 
M MASE? Dla dowolnych liczb rzeczywistych a Æ 0, 
a) ->2 c) -z, > 2 b # 0 znak ilorazu $ jest taki sam jak 
2 3 znak iloczynu a :· b. 
b)ź<-1 d)-—<2 
i 4a 
A 1 
Przykład 2 YP a 


Rozwiąż nierówność == < 3. 
z 


Zakładamy, że z £ 3. 
21—5 


—3< 
c-3 SD 
2x—5—3(x1—3) < 
c—3 Iloraz dwóch liczb 20 
—1+4 < ma taki sam znak 
z-3 `~ jak ich iloczyn. 


—(a — 4)(z — 3) <0 /- (—1) 
(z —4)(r—3)>0 


A x PA 2ni 20-5 c O 
Rozwiązanie nierówności "=> < 3 moż- 


na również odczytać z wykresu. 


Szkicujemy odpowiednią parabolę i, uwzględniając założenie, 
odczytujemy rozwiązanie nierówności: i j + 
z E (—00;3) U (4; oo) 


Ćwiczenie 2 
Odczytaj z wykresu funkcji f zbiory rozwiązań nierówności f(x) > 2 oraz 
f(x) > —2. Sprawdź odpowiedzi, rozwiązując odpowiednie nierówności. 


Ćwiczenie 3 
Rozwiąż nierówność. 
a> 1 OR: e) = < —4 g) ra g 
a-2 / 4-4 "M «c+3 
2x47 4xz—-T 2x—2 —T£r+2 
AATA Z 
b) 31023 d) -z S5 f) 172 h) aj © 6 
Przykład 3 
ZE zz 5B © 
Rozwiąż nierówność mie! + 5 2 
Zakładamy, że z # —2 i x # 3. 
1(«0+2) z(z—3) 2(x+2)(x—3) Wspólnym mianownikiem obu 
G4DG-) | (-0(6-3) * (21006 3) ułamków jest (x + 2)(z — 3). 
£? +2 x?—3r 2xz?—6xr+4r—12 >0 
(x+2)(x—-3) | (x+2)(x—3) (x+2)(x-3) 7 
«+12 >0 
(+2) (<3) Z Iloraz i iloczyn dwóch liczb 
mają ten sam znak. 
(x + 12)(z + 2)(1—3)>0 


Szkicujemy wykres wielomianu: 


w(x) = (z + 12)(z + 2)(z — 3) 4+++++P śą 
Jego pierwiastkami są liczby: —12, —2 i 3. 712 -2——3 X 
Odczytujemy rozwiązanie nierówności (z uwzględnieniem założeń): 
x E€ (—12; —2) U (3;00) 

Ćwiczenie 4 
Rozwiąż nierówność. 

2a c-2 c+3 T 3 6 T 
Gaa] c) za TLS pa doma n 

c-1 30 £ c-2 1 1 

2. = BE. NE BZ ini az m" 
b) «c+2 c+4 d) 1 c+1 x—1 f) x—1 < xz+1 c 
Ćwiczenie 4 


3, (Tx —9)(x — 3)(x — 1) < 0, z € (—00;1)U(7;3) 
36)(z + 2)(z + 4) > 0, 


a)zźlia 
b) z 2 ix # —4, (—15a 
z € (—00; —4) U (-#; —2) 
c) x Æ 2, (2x? — 3x — 9) (x — 2) < 0, x € (—3;2) U (2; 3) 

d) z Iia i (Ev t 2 Ee a=) 

z € (—1;1 — V2) U (1; 1 + Z 

e)a A 3ir A 2r Oo Aa — fa — 36)(x + Ne +3)x 20, 
x € (—3; — 2) U (—2; 0) U (4; oo) 

H atalino Oimn e r e e e a 
YD U= U yA i) 


x E€ (—œ;—1 


Ćwiczenie 2 

a) f(x) > 2 dla z € (0; 1), 
f(x) > —2 dla x € (—00; —1)U 
U (0; oo) 


b) f(x) > 2 dla z € (—3;0), 
f(x) 2 —2 dla z € (—00;0)U 
U (3; oo) 

c) f(x) > 2 dla z € (5; o0), 
f(z) 2 —2 dla z € (—00;4)U 
U (5; oo) 


Ćwiczenie 3 

a) x Æ 2, (5 — x)(x — 2) > 0, 

x € (2; 5) 

b) x #4, (x — 4)(—x + 19) > 0, 
x € (4; 19) 

c) x Æ 4, (4 — x) (3x — 10) < 0, 
z € (—00;33) U (4; o0) 

d) x £ 2, (3 — x)(x — 2) < 0, 

x € (—00; 2) U (3; oo) 

e) z £0, x(3x + 1) < 0, 

z € (—5;0) 
bazelzsi=o 

«u E€ (—0o; —1) 

g) z £ —3, (—3x—12)(x+3) < 0, 
x E€ (—0o; —4) U (—3; oo) 

h) z z, (5 — x) (z + 5) < 0, 
x € (—00; — 4) U (5; 00) 
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Zadania 
Odpowiedzi do zadań 


1. a) z € (—00; —1) U (— 4; o0) 1. Rozwiąż nierówność. 
b) rE (=T; 3) —6x+1 x+5 =: 3x+2 z —4q-5 
c) z € (—00; —7)U(-$F;00) i m a 2+7 7 i > e 2) i a 
d) z € (—00; 2) U ($;00) b) >55 a) 3,42 f Z>- h zad 4 
e) z € (—00; —4) U (0; 00) 7 a 7 j 
f) z € (—00; 4) U (2; o0) 2. Rozwiąż układ nierówności. 
g) © € (—00;5) U (10; o0) 2 SPE 242 146 
OE 5 a) 04; <4 c) -1 < TE e) I SIS Erne 
2. a) £ € (—00; —2) U (—2; 00) b) -2 < my <2 d) -1< Z <1 $) 5 <o H 
i x > —2, zatem z € (—ż;00) 
b) z € (—00; —1) U (—5;00) 3. Na rysunku obok przedstawiono wy- 


il 

2 
ice (—00; —3) U (0; oo), 
zatem z E€ (—00; — 


) 
c) z E(-%;-1)U( 
E 


kres funkcji y = Si proste: y = x — 2, 


y= 2r- 2, jad Z rysunku mo- 


a> żemy odczytać, że nierówność: 
i x > —1, zatem z — >=; 00 
z (=3;00) 2572 y9 
d) x € (—00; —1) U (0; oo) x-1 
ic > —1, zatem z € (0; o0) jest prawdziwa dla z € (—00;0) U (1;5). 


e)1<-liac > 38, 


Rozwiąż algebraicznie nierówność, a na- 
zatem x € (—3;—1) 


stępnie sprawdź poprawność rozwiąza- 


f) z € (—4; 2) i z € (3;5), nia, korzystając z rysunku. 
zatem układ sprzeczny 2x 
+2 2xr+2 
3. a) © € (—00;0) U (1;3) Ua A a e 


JF 4. Rozwiąż algebraicznie i graficznie nierówność. 


4 c-1 20—5 
a) 27079 b) zm ST-1 c) = dd 
5. a) z € (—2; —1) U(0;1) 5. Rozwiąż algebraicznie nierówność, a następnie sprawdź poprawność roz- 
b) z € (—oo; 0)U(1; 2)U(3; oo) wiązania, korzystając z rysunku. 
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Naszkicuj wykresy funkcji f i g, a następnie odczytaj z rysunku zbiór 6. a) x #0 i 2z(1 — x) 2 0, 


rozwiązań nierówności f(x) > g(x). Rozwiąż tę nierówność algebraicznie. zatem x € (0; 1) 
— 1 =al -3 — 3 j b) z € R \ {0, 4} 
a x)= =, g(z)=—-+2 b z , g(x 4 
) f(a)=1, gl(aj=-1 ) f(a) = 3, g(a) = Ž 4 AH 
Zaznacz na osi liczbowej zbiór rozwiązań nierówności. zatem z € (0; 1) U (3; 4) 
= po |. BF >. > T 3; 4) U (5; 
a) c-4 < c-3 c) c+1 a £ e) 21—2 > 1-20 - a > ( - 7. 
b) 23 > 2+3 d) +3 < 5-0 f 4+2 < 2042 ACZ 
1+2 ” 2047 l-r © +2 2-6 © 2a+3 U(=2; 00) 
Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A NB. ma BA 
8 
a) A=|u€R: 55>2), B= fzeR: > -2) d) z € (-2-1)U (100) 
e) w €(-2 3) U (es) 
— NE: — „=l z+1 
b) A=f{reR: -Z <1}, B={reR: Z > H) Hz € (— 3-35 -3)U 
3 
22+1 Agd. 2+3 U(-3 + żv2;3) 
= : 2 = E€ : Z 
LA (ER: THI >1} B (a R | B a) AUB = (=c BW 
Rozwiąż nierówność. U (=2; o0), 
) c7+2xa+1 20 d) 2c—5 z ) 2x+1 yć 2x3 DR UE 
k cż-1—2 «2—16 c+4 8 2x? +7x 2x? +5x A\B = (=2;—1) 
ji cje b) AU B = (—o9; 2) U (3; 5), 
2x+1 c+3 20 2a 2x+3 
b) z3 +4r2?+4r S e) xz?—16 > c2—4a0 h) x?—1 < 3z? +37r ANB = (—%;1), A\B=0 
r3 +4? ğ=1 2—« „ c+l _ 60+2 c) AU B = (—œ0; —1)U 
c) u?+a-12 Ap 9 zF 7 g? 4a ) 1-2 < r?—4 U(= 2 = gg) U40;00), 
.- Rozwiąż nierówność. A E 
A\ B= (—œ;-—1 0;5 
c+1 c+2 2 3c+2 , 12 
A) gatta”? e) Ga2=1 Ś 3a-1 11 9. a) 1 € (—00;—1) U (2300) 
1 32 207—3 c+1 1 b) z € (—1;0) 
b) — + = <3 f > - ) 
|ra* ara | G? pz tz e) 2 € fo) U(8;00) 
4 213 c+2 | 1 2xz+2 My : 
3 WSI 8) eD * w+2 ? z(a+2) r € - AT 
U (5; oo 
3a 1 2 
CZE b) e) © € (-00; —5) U(-4;0) 
u(0; 4) 
Rozwiąż nierówność f(x) < g(x) p ee (a-u (0U 
4-0 U(-70; o0) 
a) f(a) = SE, g(a) = |6-1|-3 a 
= g) o e (eamp UAU 
(rysunek obok) Use) 
b) f(2) = Z, 9(2) = |1+5|- 2 h) z € (—o0;—1) U (0; 1) 
KE , i) z € (-2;0) U (2;3) 
c) f(£) = Z> gz) =- +4a 10. a) z € (~œ; —3) U (—2; —2) 
z+5 12 1 | b) z € (—2; 7) U(4;00) 
=, => 3> 
d) f(a) = ZE, g(a) = ta? +30 +21 e, 
11. a) z € (—00;0) U (1; 2) U (4; oo) c) z € (1;2) U (3;4) U(—4;3) U (2 + 2V2; oo) 
b) z E€ (—o0o; —1)U(—5; —4)U(—1; oo) d) z € (—oo; —5) U (—3; —2) U (0; oo) d) z E€ (—00; —2) U (2;0o) 
i Y e) z € (-%; 2) U 


h) x € (—1;0)U(1;0o) 
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Uczeń: 

— wyznacza dziedzinę i miejsce 
zerowe funkcji, w której 
wzorze występują ułamki 
i pierwiastki 

— wyznacza dziedzinę i miejsce 
zerowe funkcji wymiernej 
danej wzorem 

— bada, czy dane funkcje są 
równe, i szkicuje ich wykresy 

— wyznacza iloczyn i iloraz 
danych funkcji wymiernych, 
określa dziedziny iloczynu 
i ilorazu 

— rozwiązuje zadania, korzy- 
stając z danego wykresu 
funkcji wymiernej, oraz 
zadania z parametrem 
dotyczące funkcji wymiernej 


Ćwiczenie 1 


Ćwiczenie 2 

a) D=(-2,2)U(2;00), 

b) D=(=co; — v2) U (— v2; 0), 
f(0)=0 

c) D = (—2; 1), f) =0 

d) D = (3; oo), nie ma 

e) D = R \ {0}, nie ma 

£) D= {1}, /(1)=0 


dlanauczyciela.pl | Kartkówka 3.9 


g Generator 


testów i sprawdzianów 
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3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne 


Gdy jest podany wzór funkcji y = f(x), ale nie została określona jej dziedzina, 
przyjmuje się, że dziedziną jest zbiór wszystkich liczb rzeczywistych z, dla 
których wzór funkcji ma sens liczbowy (taką dziedzinę nazywa się też dziedziną 
naturalną funkcji). 


Przykład 1 
Określ dziedzinę funkcji f(x) = T: 


Wzór funkcji f(x) = £ ma sens liczbowy, gdy x > 0 (ze względu na wyra- 
żenie pod pierwiastkiem) oraz x # 2 (ze względu na mianownik ułamka). 


Zatem dziedziną funkcji f jest zbiór D; = (0; 2) U (2; o0). 


Ćwiczenie 1 

Określ dziedzinę funkcji f. 

a) f(2) = VE =8 d) f(2) = © e) ta) = == 

b) f(a)=v3-« e) f(e) = = h) f(a) = og 

e) (e) = y= ) e= a D se) = asi 


Przykład 2 


Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x 


q2— 
Wzór funkcji f(x) = na ma sens liczbowy, gdy z + 1 > 0, zatem dziedziną 
funkcji f jest zbiór D; = (—1;00). 
Równość 1*—4 = 0 jest spełniona dla x = —2 oraz z = 2. Zauważ, że —2 £ Dy, 
zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2. 


Ćwiczenie 2 
Podaj dziedzinę funkcji f. Czy funkcja f ma miejsce zerowe? 


a) 1(2)= Sq o) fla) = SĘ e) fa) = -2 
b) f(a) = 5 d) (a) = 5 POPE" 


Ćwiczenie 3 
Podaj dziedzinę i miejsca zerowe funkcji f. 


a) f(a)= RE b) $(2) = EL 
Ćwiczenie 3 

JD=>RRSIT=NM)=U 

b) D = R \ {5,5}, brak miejsc zerowych 

c) D =R \ {3,3}, (0) = 


Definicja 


v(x) 
w(x)? 
zywamy funkcją wymierną. Dziedziną takiej funkcji jest zbiór wszystkich 


Funkcję postaci f(x) = gdzie v i w są wielomianami (w Æ 0), na- 


liczb rzeczywistych z, dla których w(x) # 0. 


Ćwiczenie 4 
Określ dziedzinę funkcji wymiernej f(x) = 


( 

a) v(x) = 2a — 1, w(x) = 3x? — 6 d) v(x) =3a*—2x+1, w(x) =x*+1 
b) v(x) = x — 1, w(x) = xt — 16 e) v(x) = x? — 4, w(x) = r? —2a7 +0 
c) v(x) = 2a” — x, w(x) = 4r? + x?” f) v(x) = r? +z, w(x) = r’ + 7x’ — 6 
Przykład 3 

Określ dziedziny funkcji: f, gi h, a następnie uprość ich wzory. 

2 

f(z) = To D; =R\ {0,1}, wzór po uproszczeniu: f(x) = 3 
glz) = ECT D,=R\{—1,1}, wzór po uproszczeniu: g(x) = = 
h(x) = DE D,=R|11h wzór po uproszczeniu: h(x) = E 


Zwróć uwagę, że funkcje: f, g, h nie są równe, gdyż mają różne dziedziny. 
Definicja 
Funkcje f i g o przeciwdziedzinie R są równe, jeśli mają tę samą dzie- 
dzinę D oraz dla każdego x € D zachodzi równość f(x) = g(x). 


Ćwiczenie 5 
Zbadaj, czy funkcje f i g są równe. Naszkicuj ich wykresy. 


£ c-3 c+3 
a) faj=>, glaj=a c) f(a)= zg, 9(2) = oz 
g2— c z c 
b) fo) = ye: s(a) = d) f(a) = gy, 9(0) = zozżgypi 
Ćwiczenie 6 


Wyznacz sumę funkcji wymiernych f i g oraz określ jej dziedzinę. 
_ 3 _ —2 
a) f(e) = 3, ala) = 2 


b) (2) = zy 9(0) = E2 


Suma, różnica, iloczyn i iloraz funkcji 
wymiernych są funkcjami wymiernymi. 


Ćwiczenie 5 
d) nie, D; =R|f-1,1), Dy = R \ {4,1}, czyli D; £ Dg 
AYI AYI 

aa „e l 


PW 


<y 


| 
l 
I 
I 
| 
l 
I 
| 
l 
l 
l 
l 
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Ćwiczenie 4 

a) R[f-v2,v2) b) R\{-2,2} 
c) R\{-4,0} d) R e) R\ {0,1} 
£) R\ (3 - vV15,—-1, -3+ V15} 
Ćwiczenie 5 

a) nie, Ds = R \ {0}, Dy =R, 
czyli Dy £ Dg 


| 


a 


b) tak, Dy = Dy = R \ {1} 
Graz (o) = =o) 


c) nie, Ds = R \ {—3, 3}, 
D, =RĄf-3), czyli D; £ Dy 
ł yY 


Ćwiczenie 6 

a) J(2) T (2) = e 
D =R \ {0,4} 

DJE tE) = === 
D=R\{-33 


Ćwiczenie 7 

a) f(z): g(z) = FD 
Df = R \ (-2 —1); 
FEE = (x-2)(x+1) 

g(z) 2(z+2)2 7 


Dr =RĄ[-2—1) 


g= 2 
b) f(x) : g(x) = wierzch 


Dfa =R \ (2,25; 
se) = a Di =R\{-2,7 2} 


g(z) 
c) f(x): g(x) = (2x — 1)(z — 3), 
Df = R\ (3, -5); 
A E eE 
g(z) (c-3)(0+3)? 7 
Dy m R \ 1-3, -%, 3} 
g 


d) f(x) - g(z) = 
Df =R \ {-1,0}; 
f=) _ (27-4)(0+1) 


g(z) — z(x2—4x+5)" 
Ds =R \ {=1,0} 
g 


(x2—4)(«x7—4a--5) 
«©3(x-+-1) U 


Odpowiedzi do zadań 
1.a)D=RĄf-1), z=1 
b) D = R \ {-3, 3}, 
brak miejsc zerowych 
c) D=R\{-4,4 ; 

B==l, $= i 
d)D=RV0,1) z: =5 
2. a) D = R \ {—1, 2}, 
x)=0 dla z= 4, 
x) > 0 dla z € (—1;5)U 


h(x) > 0 dla z € (—0;—5)U 


brak miejsc zerowych, 

h(x) > 0 dla z € (—0o; —2)U 
U(5; 00) 

d) D = R \ {-—2, 2}, 

h(x) = 0 dla z = 1, 

h(x) > O dla z € (—2; hu 
U(2; o0) 
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Przykład 4 


Wyznacz iloraz f funkcji f(x) = 


uż+2a 


i g(z) = add, * 


z 
x2—1 


Aby funkcje f, g oraz ich iloraz były określone, muszą być spełnione warunki: 
x? —1#0, £+1#0, z? + 2r 40, czyli x € R \{—2,—1,0,1}. 


f(e) — £ , 2+2 m c c+l al , akt" e 1 
g(x) z?—1 ` z+1 x?—1 242g (x-1) (2+1) jar| ore) (x—1)(x+2) 
Ćwiczenie 7 
Wyznacz iloczyn f : g oraz iloraz r funkcji f i g. Określ dziedziny iloczynu 
i ilorazu. 
-2 +2 4z?—1 2—9 

a) f(a) = 2, ga) = ZE e) f(a)= SL, g(a) = 2 

4c—2 2x—1 2—4 2—4qc+5 
b) f(x) = 3 g(x) = Ej d) f(x) z 2 9 g(x) = e 
Zadania 


1. Określ dziedzinę i podaj miejsca zerowe funkcji f. 


TORE 
b) f(e) = Én 


c) f(a) = CE Dn 
r3—6r?+5r 
£2—T 


d) f(z) = 


2. Funkcja h dana jest za pomocą wzoru h(x) = f(x) + g(x). Określ dzie- 
dzinę funkcji h, podaj jej miejsca zerowe i wyznacz zbiór argumentów, dla 


których przyjmuje ona wartości nieujemne. 


a) f(a)= >; g) 


b) f(2) = z; 9(2) = 


c-2 


a. 
1-4 


c) f(2) = >—, g(a) = 
d) f(a) = GR, gle) = 2 


3. Odczytaj z rysunku, dla jakich argumentów funkcja f przyjmuje wartości 
większe od wartości funkcji g. Rozwiąż nierówność f(x) : g(x) 40. 


4. Podaj przykład funkcji wymiernej, której wykres przecina oś OY w punk- 4. a) np. y = 3$ 
cie (0,6) i której dziedziną jest zbiór D. b) np.Y= ere 
a) D =R\ {3} b) D =R\{-2,1} e) D =R \ {1,2,3} c) np. Y = GG Ie 
5. Dla jakich wartości parametru k dziedziną funkcji f jest zbiór wszystkich 5. a) Dq = R, gdy 
liczb rzeczywistych? 1 z K 0 dla z € R, 
4c—1 40—1 4g—1 czyli A=k' -4<0, 
a) f(x) = O | b) f(x) = KIEWTĘA c) f(z) = PRZNS TEE stąd k € (—2; 2). 
6. Poniżej przedstawiono wykresy funkcji: b) D; =R, gdy 
2041 -343-10546 c -ka+ka0dlaxzER, 
ial== 3 glu) = -aa s czyli A = k? — 4k < 0, 
. > stąd k € (0;4). 
: c) Dy = R, gdy 
ka” +kr+1#0dlazEeR 
Jeśli k = 0, 
54 to kz” +kc+1=140. 
Jeśli k £ 0, 
to kx? +ka+140 
dla z E€ R, 
gdy A = k? — 4k < 0, 
czyli k € (0; 4). 
: Zatem k € (0,4). 
6. a) D; = R\ {1}, 


f rośnie w (—0o; —2)U (0; oo), 


a) Określ dziedziny funkcji f i g. Dla każdej z tych funkcji podaj jej prze- f maleje w (—2; —1) 

działy monotoniczności oraz argumenty, dla których przyjmuje ona war- iwTO, 

tości mniejsze od —3. f(z) < —3 dla 

a € (ex —2) U (—2; —1), 
b) Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m oraz g(x) = m w zależności D,=RĄ4£-3,1), 
od parametru m. g rośnie w: (—0o; —3), (—3; 1), 
3 319,2 8152 mo. 
K — 2 —4gq — zZ +2x*+x+2 . — zZ +2a«* +3a«+-6 g(x) ameda 

Ta Nigal PL) r3—2g2? glz) a3+0 a a3+30 ` c € (—3;0) U (1; oo) 


b) Równanie f(x) = m ma: 
0 rozwiązań dla m € (—3; 1), 
1 rozwiązanie dla 

m E (-3, l 

2 rozwiązania dla 

m E (—oo; —3) U (1; oo). 
Równanie g(x) = m ma: 


a) Określ dziedziny i uprość wzory tych funkcji. 
b) Rozwiąż równanie f(x) + g(z) — 2h(z) = 0. 
c) Rozwiąż nierówność f(x). g(z) — h(x) < 0. 


8. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: 
2_ 
f(a) - 4x*-8«1+3 


c2—2a 1 rozwiązanie dla m = —3, 
a) Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m 2 rozwiązania dla 
meR|f-3). 


w zależności od parametru m. 
b) Podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = |m] 
w zależności od parametru m. 


7.a) Dq=R]f0,2), 8. a) O rozwiązań dla m € (1;4), 
f(z) = =, 1 rozwiązanie dla m = 1, 
D RNO O > 2 rozwiązania dla m € (—oo; 1) U (4; oo) 
Dnr = R \ {0}, h(z) = ziz b) O rozwiązań dla m € (—4; —1) U (1; 4), 
b) xz € R \ {0,2} 1 rozwiązanie dla m € {—1, 1}, 
c) z € (—00; —2) 2 rozwiązania dla m € (—00; —4) U(—1; 1) U (4; oo) 


3.9. Dziedzina funkcji. Funkcje wymierne 155 MEEME 


Uczeń: 

— rozwiązuje równania 
i nierówności z wartością 
bezwzględną, stosując inter- 
pretację geometryczną 

— rozwiązuje równania 
i nierówności, w których 
występuje wartość 
bezwzględna tego samego 
wyrażenia 


Ćwiczenie 1 
ds=lubz=l 
b) z = —1 lub z = -4 
c) c= I5lubr=3 
d) x = lubz=5 


Ćwiczenie 2 

a) 3|z — 3| = 9, z = 0 lub z = 6 
DECA S E S 
c) 4|2x + 1| = 4, 

x = —] lubz=0 

d) 4|3x + 2| = 8, 

Toes lub z = 0 
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3.10. Równania i nierówności 
z wartością bezwzględną (1) 


Przykład 1 
Rozwiąż równanie |32 — 4| = 2. 
Jeśli a > 0, to |z| = a 
3x- 4= -2 lub 3x-4=2 wtedy i tylko wtedy, gdy 

30=2 lub 3z=6 © ==a lub z =a. 
1=3 lub r=2 

Ćwiczenie 1 

Rozwiąż równanie. 

a) |[55—3|=2 b) [9x + 5| = 4 c) |żx +4| =6 d) |6-7x|=1 


Przykład 2 
Rozwiąż równanie |2x — 4| + [3z — 6| = 20. 
2|c — 2| + 3|z — 2| = 20 
5|e — 2| = 20 /:5 
|z — 2|=4 
xr—?2 = —4 lub z-2=4 
x = —2 lub r=6 


1. |a-b| = |a] |b| 
2. |g|= FH dho 0 


ël 


Ćwiczenie 2 

Rozwiąż równanie. 

a) |z — 3| + |2xz — 6| = 9 c) 4z +2] — |2£ + 1| + |(6x + 3| = 4 
b) |4z — 8| + |2 — z| = 5 d) |6x + 4| — |3x + 2| + |9x + 6| = 8 


Twierdzenie 


Jeśli a > 0, to |x| < a wtedy i tylko wtedy, gdy —a < x <a. 


Przykład 3 
Rozwiąż nierówność |2x + 3| < 5. 
Odejmujemy 3 od każdej ze 


—5 < 20+3<5 stron nierówności, czyli od —5, 
-—8<2u<2/:2 od 2x +3 i od 5. 
—4<u<l 
x E€ (—4;1) 


Przykład 4 Ćwiczenie 3 


Rozwiąż nierówność |3x — 1| > 2. a) z € (1;5) 
Jeśli a > 0, to |x| >a b) z € (—0o; —Ż) U (5; 00) 
30—1<-2 lub 3x-1>2 wtedy i tylko wtedy, gdy c) x € (—6;2) 
30 <-1 lub 3z >8 x < —a lub z >a. d) x € (—;5) 
m<=; lub z>1 e) © € (—00; —1) U (5; o0) 
—oo:—1 ; f) x € (—18; 24) 
a € (—00; —3) U (1;00) g) x € (—2; 10 
Ćwiczenie 3 EBI ZU) 
Rozwiąż nierówność. 
a) 3z —5| <2 c) |2r+4|<8 e) |[6-3x|>9  g)|-żx+6|<9 Odpowiedzi do zadań 
b) [4x — 2| > 8 d) |g+xz|<5 f) |gr-1|<7  h)|-gżx-2|>3  1.a)r=-2lubr=3 
b)a=llubx=2 
Zadania c) c=-5lubz=g 
EE o d)r=—-3 lub z = Ë 
1. Rozwiąż równanie. a=} 
a) |35+1|=5 c) Żx+1|=2 e) 4x+5|=0 g) lz? —1|=3 E mz 
a 2 z z g) x = —2 lub z = 2 
b) |2x-3|=1 d)|2-3a|=3 f) |z- 6] = h) |z? —3|=1 AE SEZ 
2. Rozwiąż równanie. E e ae m 
2. a) z = —5 lub t = 5 
— 6] = sa 1 | = 2 z 
a) Br=6/=7+|1=2] c) [6 — x| + |żz —3| + |2z —12|=7 Pe 221 
b) |4x + 6] + [6x +9| = 10 d) |: — 2| + |20 — 4| + 4x — 8| =7 o 
3. Rozwiąż nierówność. 3 a, A 
aa PIE [= 
a) 5a +2|<7 œ) |53r +2|<1 e) 30—3|>5 g) |25-3|>0 SEA 
y 373 
b) |3r-3|<3 d)|6r+2|>1 f) |3z-1|>5  h) 4r-1|<0 c) z € (—9; —3) 
OE ODENSE ; a) z € (00; =) U (foo) 
. Wyznacz zbiór liczb rzeczywistych æ spełniających podany warunek. e ea UC) 
a) 3< |20+1|<5 c) —2 < 4- 3|z| <3 f) z € (—00; 5) U (4; 20) 
b) 4<|2—3z| <7 d) 3<5—2lz| <6 e)z ER) (5) 
h)r=r 
5. Rozwiąż nierówność. 3 2x +1|>3 
a) |2x — 6| + |3x — 9| < 15 d) |æ + 1| + [3x + 3| < 6—2|x +1] . a) |2r +1|<5 
b) |4x — 2| - |2x — 1| > 6 e) 2|z — 4| + [3x — 12| < 4 + |8 — 2zx| a a 
c) Bz- 3|- |1- z| > 8 f) |2x+4|+1 < |3z+6|-|2+z|+2 vE (S) 
6. Rozwiąż nierówność. x € (—3; —2) U (1; 2) 
b —5; —2) U (2; 
a) Va? -10:+25+2ja—5|<9 c) |2:+8|+Va7FBr+16>1 ASO 
5) w € (=3=3)U(5:2) 
b) VAr +r? +4+3|x +2|>20  d)yl-2x+2x7" —|20—2|+5<0 d) z € (—1;1) 
5. a) x € (0; 6) 6. a) |z — 5| + 2|r -5| < 9 
b) z € (—00; —5) U (5;00) c-5|<3 
c) x € (—œ; —3) U (5; co) z E (2;8) 
d) z € (—2;0) b) |: + 2| + 3ļz + 2| > 20 
e) z € ($; £) c+2|>5 
f) zER z € (—00; —7) U (3; o0) 
c) 2|x + 4| + |r +4| > 1 
c +4 2% 
c ( OO; 13) U 1L; 00) 
d) |z — 1| — 2|x — 1| < -5 
= ll 28 
u E€ (—oo; —4) U (6; oo) 
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Uczeń: 

— rozwiązuje równania 
i nierówności typu 
|z — a|+bz=c, 
|z — a| + br <c 


— rozwiązuje równania 
i nierówności zapisane za 
pomocą sumy kilku wartości 
bezwzględnych 

— rozwiązuje równania 
i nierówności z wartością 
bezwzględną, stosując 
definicję oraz własności 
wartości bezwzględnej 

— przekształca wzory funkcji, 
w których występują sumy 
(lub różnice) wyrażeń 
ze znakiem wartości 
bezwzględnej, szkicuje 
wykresy tych funkcji i podaje 


własności 
Ćwiczenie 1 
a) Dla z € (—00;1) mamy 
m= 
Dla z € (1; o0) mamy z = —5 
— sprzeczność. 
Ostatecznie z = —1. 


b) Dla z € œ 1) mamy 

1 = 2 — sprzeczność. 

Dla z € (1;0o0) mamy 1 = 15. 
Ostatecznie z = 1,5. 

c) Dla x € (—00; —4) mamy 
c = —1 — sprzeczność. 

Dla z € (—4;00) mamy 1 = 5. 
Ostatecznie z = 5. 


d) Dla z € (—00;3) mamy z = 2. 


Dla z € (3;00) mamy 

—3 = —1 — sprzeczność. 
Ostatecznie x = 2. 

e) Dla z E€ (—00; —2) mamy 
c = —2 — sprzeczność. 

Dla z € (—2;00) mamy 4 = 4 
— równanie tożsamościowe. 
Ostatecznie x € (—2; 00). 


f) Dla z € (—0;4) mamy 1 = 0. 


Dla z € (4;00) mamy 
x = 0 — sprzeczność. 
Ostatecznie z = 0. 
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*3.11. Równania i nierówności 
z wartością bezwzględną (2) 


Przykład 1 


Aby rozwiązać równanie |r —1|-+32 = 7, rozpatrujemy następujące przypadki: 


1° Jeśli z — 1 < 0, czyli z € (—00; 1), 


to równanie przybiera postać: 
—(z — 1) +3x=7 


2? Jeśli x — 1 > 0, czyli z € (l;00), 
to równanie przybiera postać: 


(r-1)+3z=7 


-—c1+1+3z=0 4r = 8 
2x = 6 gv=2 2e(l;oo) 
xz =3 3€£(-—0;1), sprzeczność 


Zatem rozwiązaniem równania |x — 1| + 3x = 7 jest liczba 2. 


Ćwiczenie 1 
Rozwiąż równanie. 
a) |z — 1| — 2x = 4 
b) |s-1|+xr=2 


c) |z +4| +1 = 2g 
d) |3- z| =z-1 


e) |2z + 4| — 2x = 4 
f) x| — 4| = z? + 4x 


Przykład 2 

Aby rozwiązać nierówność 2|x + 2| + c < 

padki: 

1° Jeśli 12 < 0, czyli z € (—00; —2), 
to nierówność przybiera postać: 


—2(1 +2)+xz<1 


1, rozpatrujemy następujące przy- 


2° Jeśli z + 2 > 0, czyli x € (—2;00), 
to nierówność przybiera postać: 


2(0+2)+z<l1 


—21—4+zx<l 2+4+zr<1 
—T << 5 3x < =3 
c>—-5 Uwzględniamy u<-1 
E (—5; —2) założenie. € (—2; —1) 


Zatem nierówność 2|x + 2| + z < 1 zachodzi dla z € (—5; —1). 


Ćwiczenie 2 
Rozwiąż nierówność. 
a) |z — 2|- 3z > 1 
b) |2r +6|+ z <3 


c) |5-5 <xz+5 
d) [6+ z| > 2x +6 


e) |3 — z| < z — |2x — 6| 
f) z|l — z| < x +x? 


Ćwiczenie 2 
a) Dla xz € (—00;2) mamy c) Dla z € (—00;5) mamy z > 0, czyli x € (0; 5). 
z< ł, czyli z € (—0;3). Dla z € (5;00) mamy —5 < 5, czyli x € (5; c0). 
Dla z € (2; o0) mamy Ostatecznie x € (0; oo). 

ŻY EŚ -3 — sprzeczność. 
Ostatecznie x € (—00; 7). 
b) Dla z € (—0o; —3) mamy 
c > —9, czyli z € (—9; —3). 
Dla z € (—3;00) mamy 

x < —1, czyli z € (—3; —1). 
Ostatecznie x € (—9; —1). 


d) Dla z € (—0; —6) mamy z < —4, czyli z € (—0o; —6). 
Dla z € (—6;00) mamy z < 0, czyli z € (—6;0). 
Ostatecznie x € (—00; 0). 

e) Dla z € (—00;3) mamy z > 4, czyli x € 
Dla z € (3;00) mamy z < 44, czyli z € (3; 
Ostatecznie x € (27;45). 

f) Dla z € (—00;1) mamy 22” > 0, czyli z € (—00;1). 
Dla z € (1; œ) mamy z > 0, czyli z € (1;00). 
Ostatecznie z € R. 


Przykład 3 — (x — 2) c-2 
Rozwiąż równanie 2|x| — |z — 2| = 1. | 


1° Jeśli a € (—00;0), to równanie przybiera postać: 
—2x — (-(1 —2))=1 
—26+0—2=1 
-—1=3 
T=—3 -3€(—0;0) 
2° Jeśli x € (0;2), to równanie przybiera postać: 
20 — (—(x — 2))= 1 
25+1—2=1 
3r=3 
x=1 1e(0;2) 
3° Jeśli x € (2;00), to równanie przybiera postać: 
2x —(1—2)=1 
21=7+2=1 
x= —]1 -14g(2;0), sprzeczność 


Zatem rozwiązaniami równania 2|x| — |x — 2| = 1 są liczby —3i 1. 


Przykład 4 = a | RR 
Rozwiąż nierówność |x — 3| + |x + 4| < 9. | > 
—4 3 


1° Jeśli z € (—00; —4), to nierówność przybiera postać: 
—(zc — 3) — (1 +4) <9 
—2x < 10 
zr >—5 
Po uwzględnieniu założenia otrzymujemy, że z € (—5; —4). 
2° Jeśli z € (—4;3), to nierówność przybiera postać: 
—(1-3)+1+4<9 
1<9 
Otrzymana nierówność jest zawsze prawdziwa, zatem z € (—4;3). 
3° Jeśli z € (3;00), to nierówność przybiera postać: 
w-3+1+4<9 
z<4 
Po uwzględnieniu założenia otrzymujemy, że z € (3;4). 


Zatem nierówność |x — 3| + |x + 4| < 9 zachodzi dla x € (—5;4). 


3.11. Równania i nierówności z wartością bezwzględną (2) 


Ćwiczenie 3 
a) x = —1 lub z = 4 
b) z € (2;00) 
c) z € (2;00) 
d) z € (0;0o) 
Ćwiczenie 4 
a) z € (—1;3) 
b) z € (—00; 3) U (3300) 
c) z € (—4;0) U (6; 00) 
d) z € (—0o; —3) U (3; 7) 
Ćwiczenie 5 
—4 _ dla z € (—00; —3) 
> 2x +2 dla z € (—3;00) 
Y 


KV 


f(x) < 4 dla z € (—0;1) 
3 dla z € (—0o; —1) 
b) 4 —2r+1 dla {x€ (—1;1) 
—1  dlaz€(l;oo) 
NY 


f(z)<4dlaxER 
—x +5 dla z € (—00;1) 
c) «+83 dla z € (1;2) 
50—5 dla z € (2;00) 
f(x) <4dlaxz=1 
—3x+1 dla z € (—% 
—z+3 dlaz€ (— 7: 
«+3 dla xe (0;2) 
3x—1 dla z € (2;00) 
f(x) < 4dla z € (—1;1) 
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Ćwiczenie 3 

Rozwiąż równanie. 

a) |z|+|r-3|=5 

b) |: +4|-|]2-—z|=6 


c) |z| + |z -2| = 2z - 2 
d) |z| + |x +5|=2z+5 
Ćwiczenie 4 

Rozwiąż nierówność. 
a) |z| +|z— 2| < 4 

b) |6-1|+|B-2|>3 


c) |æ + 2|- |3 — z| 
d) |z|- |5- z| >z-2 


Kua-l 


Przykład 5 
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R określonej wzorem: 


f(z) = |z — 1| + |z — 3| — 6 
Na podstawie wykresu podaj rozwiązanie nierówności f(x) > —2. 


1° Dla z € (—031): 


(u) =-(«-1)-(1—3)-6= -2r — 2 -(x — 3) j=ś 
* — (c — 1) \ p= l 
2° Dla v € (1;3): = z 


3° Dla z € (3; 00): 
f(x) = (z — 1) + (z — 3) — 6 = 2x — 10 


Wzór funkcji f możemy więc zapisać 


w postaci: 


—2xr—2 dla z € (—o0;1) 
f(z) = —4 dla z € (1;3) 
2:—10 dla x € (3;00) 


Nierówność f(x) > —2 jest prawdziwa dla z € (—00;0) U 


(4; 00). 


Ćwiczenie 5 


Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Na podstawie wykresu podaj rozwiązanie 


nierówności f(x) < 4. 


— 2 


a) f(z)=|x+3|+x-1 c) f(x) = 2g + |1 — z| + 2|x — 2| 
b) f(x)=|x-1|-|x+1|+1 d) f(z)=|z|+|c+1|+|2 
Ćwiczenie 6 
Oblicz pole obszaru ograniczonego osią OX i wykresem funkcji f. 
a) f(x) = |x +4| + |x — 2| — 10 b) F(x) = |æ +2| — |z| = x 
Ćwiczenie 6 
—2x—12 dla z € (—00; —4) —x-2 dla z € (—00; —2) 
a) —4 dla z € (—4;2) b)4 z+2 dlax € (—2;0) 
20—8 dla ax € (2;00) —xz +2 dla z € (0;00) 
Y 
1 
O| 1 x 
P=,42—4 


Zadania 


1. Rozwiąż równanie. 
a) |c+1|-|z|=0 c) |z| — |z — 4| = 2 e) |: — 2| + |z +2| = 4 
b) jæ] +|z+5|=7 d) |z +3|+ |z| = 3 f) [2r + 4|- |z- 1|=3 
2. Rozwiąż równanie. 


a) Vz? + 6r +9— |x- 2| =x c) |z — 2| — |x — 3| + |z| = 6 


b) V4- 4r +r? + Vr? =6 d) |4 — z| — |z| = |z + 3| 
3. Rozwiąż nierówność. 

a) |z — 3| + |z| < 3 d) |3z — 6| — |x + 2| < 8 

b) H-z|-|1+z|>2 e) Vr? +4r+4+]|æ|<5 

c) |r-5|+ |r—1| >4 f) VIZ 6r +a? —3 > Va? 


4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj rozwiązanie nierówności f(x) > 0. 
a) f(x) =|x—2|+|x+1|-5 b) f(z) = |1 — z| — |x — 3| 


5. Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Rozwiąż równanie |z| — 3| =5. 
Jeśli a > 0, to |x| = a wtedy i tylko wtedy, gdy x = a lub x = —a. 
lxz|-3=5 lub |z|—3=—-5 
|x|=8 lub |z| = —2 sprzeczność 
x = 8 lub z = —8 

Rozwiązaniem równania | x| — 3| = 5 są liczby —8 i 8. 
Rozwiąż równanie. 
a) |z|-1|=1 c) ||r+1|+5|=4 e) ||2:+3|+3|=3 
b) |z| +2|=3 d) |b-3]-6|=2 9 ||el-1|-1|=1 


6. Rozwiąż nierówność. 


a) ||x| -3| < 2 c) ||: +4|-3|>2 e) ||[2— z| +5| <6 

b) |z| +4|>5 d) ||2r—1|+2]|>3 £) |7-|22+1||>7 
7. Rozwiąż równanie. 

a) læ + |z|| = |z| b) ||el-1|=|zr-1] ©) |z-|x-1||=|x—1] 
Uwaga. Zadanie 7 można rozwiązać algebraicznie, tak jak zadanie 5, lub graficznie. 
Taa b) z € (0; o0) r= 2 0-2 

YA YA YA 


3.11. Równania i nierówności z wartością bezwzględną (2) 161 MEMEH 


Odpowiedzi do zadań 
1. a) si. 

b) z = —6 lub z = 1 

6) a= 

d) z € (—3;0) 

e) z € (—2; 2) 

f) z = —8 lub z = 0 
2. a) x = —5 lub z = —1 

lub z = 5 

b) x = —2 lub zx = 4 

c) z = —7 lub r= 5 
= 7 be = 4 


) 
f) aa 


4. a) f(x) > 0 dla 
x E€ (—0o; —2) U (3; oo) 


b) f(x) > 0 dla z € (2; oo) 


5.a)c1=—2luba=0Olubxr=2 
b) x = —1 lub r = 1 
c) sprzeczne 
d) x = —5 lub z = —1 
mbie n lube 


lub s = ubr S3 


6. a) z e (-5-1U (1;5) 


b) x —1) U (1; 00) 


€ (—0 
c) z E€ (—00; —9) U (—5; —3)U 
U(1; oo) 
d) z € (—00;0) U (1;0o) 
e) z € (1;3) 
f) z € (-0;-5)Ut-zjU 
U (300) 


oo awna 3.12. Równania i nierówności 


— stosuje własności wartości 


bezwzględnej do rozwiązy- z wartością bezwzględną (3) 


wania równań i nierówności 


a 2 Przykład 1 
— zaznacza w układzie współ- 


. . z . 2 mą 
rzędnych zbiory punktów Rozwiąż równanie z-i] 1. 
spełniających zadane warunki Zakładamy, że z Æ 1. 
Mnożymy obie strony równania przez |x — 1| i otrzymujemy: 


|r-1|=2 
c—1=-2 lub z-1=2 
c=—1l lub cz=3 


Ćwiczenie 1 Ćwiczenie 1 
a) z = —5 lub xr = 1 Rozwiąż równanie. 
DA Si 
b) x= z lubz=z | = |= | -R-= | -==i 
c), d) sprzeczne [2+2] [7z—1| [2x—1]| |5z-2] 
Przykład 2 
Rozwiąż równanie |24] = 1. 
p pl. 
Zakładamy, że x ź 2. q lal ? A 
|c+1| _ , z 
je 2 =1 /-|z—2]| 
jz + 1| = |z — 2] 
c+l=z-2 lub c+1=-—(x—2) |p| = |a| oznacza, że: 
1=-2 lub 2r=1 Dojo 


; 2 = ; : i 1 
Pierwsze równanie jest sprzeczne, z drugiego otrzymujemy rozwiązanie x = š. 


Uwaga. Równanie z przykładu 2. możemy też rozwiązać, korzystając z tego, że: 
ztl — 1 lub ZH =1 


w=2 c-2 

Ćwiczenie 2 Ćwiczenie 2 
a) z = —1 lub x = —4 = równanie. 
b)z=-1lubz=1 20—1 208 5a—1 50—3 
0) ==flhlbe=l a) E= b) |2] =2 c) =z|=4 d) z|=0 
GD) = > 

Ćwiczenie 3 

a) Rozwiąż równanie = =2. 

b) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |5 Odczytaj z wykresu rozwiązania 


równania f(x) = 2. 


Ćwiczenie 3 
a) x = $ lub z =4 
b) Y 


PAY 
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Przykład 3 


Rozwiąż nierówność |= l. 


Ba 
Zakładamy, że x £ 3. aa mianownik jest zawsze dodatni, możemy obie 
strony nierówności pomnożyć przez |3 — z|. Otrzymujemy: 


|3=-z| <5 
—5<3-0<5 
E (—2;8) 


Uwzględniamy założenie i otrzymujemy rozwiązanie: x € (—2; 3) U (3;8). 


Przykład 4 
Rozwiąż nierówność kg zl Ćwiczenie 4 
Zakładamy, że x ź 2. Ponieważ mianownik jest zawsze dodatni, możemy obie e m= 2a zl 
A: "e "e. : =ll Ś WŚ 
strony nierówności pomnożyć przez |x — 2|. Otrzymujemy: : 
y p yć p > a ymujemy E 
Pn b) |£ + 2| > 7, £ # —2, 
x—2<-—1 lub z-—-2>1 5 0 ibet 
c<1l lub z>3 « € (—0o; —9) U (5; oo) 
Zatem x € (—00;1) U (3; 00). c) |3r+1|£<2, 1 # -3 
l > >, 
Ćwiczenie 4 c € (—1—5)U(—3;3) 
~ nierówność. d) -3 < 1+ ĉ < 3, x #0, 
1+r 2—x 
7 6 4 20i7*<0izź0, 
< — —22 ZI < = s 
dml Deas dmm dh+il<s ME huUGe) 
i x € (—00;0) U (2;00), 
zatem x € (—o0; —1) U (2; oo) 
Zadania 
Odpowiedzi do zadań 
1. Rozwiąż równanie. 1. a) x = —Ž lub z = $ 
7T 2 _1 z-3| _ 4+1 SE EZ 
a) |c-1] => c) |[6-3z| 2 e) z| =5 ) |= 0 c)z=żlubz=" 
6 To. 2x—3| _ a-—3 | _ 1 d) sprzeczne 
b) |25+1| E d) lAz-1| 2 f) 5-r | h) 6-2r| 2 e) z = — 2 lub z = —? 
2. Rozwiąż nierówność. f) z= 5) 
8 2 -2 E goaa 
a) |2x—6| a d) |c+3| s. 2) [322] < [3z-2| ` 1 h) z € R \ {3} 
1 1 -3 1 
b) ma T3 e) Taj S? h) za? aa l 
8 6 1 1 
c) |4-2z| 2 f) [1-22] 7 1 ) |[2x—1| © |3—6z| F3 
2. a) z € (—1; 3) U (3; 7) 
b) £ € R\ {2} 
c) sprzeczna 
d) z € (—0o; —5) U (—1; œo) 
e) x € (—00;7) U (2; o0) 
DE G 
g) z € (—00; 5) U (1; o0) 
h) x € (—00; $) U (ž; 00) 
0) mE (ea; m) U (e) 
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3. a) z € (—%;7) 3. Rozwiąż nierówność. 
b) æ € (5; =) U (=; 5) 2x—3 x-1 1 1 
c)c=1 a) z |<2 d) | > 1 g) mri S ea 
d) z € (—0o; —1) U (—1; 0) b -T c+2 | 6 1 
—|>2 <4 h > 
e) z € (—00; +£) U (2; 0o) ) c+1 e) 20—3| © ) [4-z| © [2+1 
f) z € (00; —3) U (—3; 1)U | zi D2 >l 
U (1; co) 9 farr 50 H= 79 | E-4? ra 
g) z € (—1;2)U (2; 00) 4. Przeczytaj podany w ramce przykład. 
h)se|-"=MU= OU 
U(4; 00) Rozwiąż równanie Bij, 
. -20 |z—2] 
i) z € (-œ;-2) u , 
U (— 12; 4) U (4; 00) Zakładamy, że x ź 2. 
4.a)r=1lubr=1 1° Dla r > 2 mamy #2 = 1, czyli 3r = z — 2. 
bz=-llubz==l-y2 Stąd z = —1 — sprzeczne z założeniem, że z > 2. 
SE 2 Dla z < 2 mamy —*— = 1, czyli 3r = -x +2. 
—1+2 
5. AWA (U oo) 1 
; . . 2 $ z = . à 1 
e) v € (=e; 0) Zatem rozwiązaniem równania a 1 jest liczba 5. 
d) x = —2 lub z = 2 
e) z € (—00;—5) U (5; 00) Rozwiąż równanie. 
f) x € (~; —4) U (—4;0) U e _ EA 20 _ 
3 i =" b) jj =*+2 ) moj 772 
*5. Rozwiąż nierówność. 
a) EH > 0 co) H= <0 e) Z -1lļl<3 
Jel_ 2 AWR 5 
b) b >2 a) lė <0 n l->: 
*6. Naszkicuj wykres funkcji f. 
zi ej sj 
a) f(z) = FE b) f(z) = EL o) f(e) = E 
* 7. Zaznacz zbiór A w układzie współrzędnych. 


a) A= (a, y) ER?: pij > > 1ijy| <2) 
b) A= (a, y)ER*: <ph} 


* 8. Na rysunku obok przedstawiono zbiór == 


M 


punktów płaszczyzny, których współ- 
rzędne (x,y) spełniają nierówność: 
a 
lul < ma t 


Oblicz współczynnik a. ah 


Tae T y € (-232) 


X 


X 


OOT ZIZI 
"va 
„l I 
H | 
P 
al I 
8. Do figury należy punkt (0,4). Stąd mamy 4 = a — 1. Zatem a = 5. 
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3.13. Wyrażenia wymierne — 
zastosowania (1) 


Przykład 1 
Licznik pewnego ułamka jest równy 6. Jeśli licznik tego ułamka zmniejszymy 
o 2, a mianownik o 3, to wartość ułamka się nie zmieni. Jaki to ułamek? 


Szukany kra oe i zapisać w postaci E, wówczas nowy ułamek będzie 

miał postać => 2 czyli Z. a więc równanie: 
6 ; 

= Z, gdzie x € R \ {0,3} 
6(x — 3) = 4r 


G=$9 
Zatem szukany ułamek to É. 


Ćwiczenie 1 

a) Licznik pewnego ułamka jest równy 10. Jeśli licznik tego ułamka zwięk- 
szymy o 20, a mianownik o 30, to wartość ułamka się nie zmieni. Jaki to 
ułamek? 


b) Dane są dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od 
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby. 


Ćwiczenie 2 

a) Ola kupiła cukierki A w cenie z zł/kg i zapłaciła 24 zł. Ala kupiła taką 
samą ilość cukierków B droższych o 4 zł/kg i zapłaciła 30 zł. Ile kosztuje 
kilogram cukierków 4, a ile — cukierków B? 


b) Cena winogron to obecnie x zł/kg. Tydzień temu, kiedy winogrona były 
o 4 zł/kg droższe, Tomek wydał na ich zakup 20 zł. Gdyby obecna cena 
spadła o 1 zł/kg, to taką samą ilość winogron można by kupić za 12 zł. Jaka 
jest obecna cena winogron? 


Zadania 


1. a) Licznik pewnego ułamka jest o 3 mniejszy od jego mianownika. Jeśli 
licznik tego ułamka zwiększymy o 4, a mianownik o 7, to wartość ułamka 
się nie zmieni. Wyznacz ten ułamek. 


b) Licznik pewnego ułamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mia- 
nownika. Jeśli licznik tego ułamka zwiększymy o 9, a mianownik o 5, to 
wartość ułamka dwukrotnie wzrośnie. Wyznacz ten ułamek. 


Odpowiedzi do zadań 

Ba R a Sdz GIS TRA 
g= 
Szukany ułamek: $ 


b) 2. = = | giden e R50) 
c —c—2=0 
g= A luba=5 


Nieskracalny ułamek: ż 


Uczeń: 

— wykorzystuje wyrażenia 
wymierne do rozwiązywania 
zadań tekstowych 


Ćwiczenie 1 
a) 10:20 _ 10 


x+30 cm 
gdzie z € R \ (—30,0), 
c=1l5 
10 
Zatem szukany ułamek to gz. 
b) Niech z, z + 3 
(6 > > — szukane liczby. 
zła = 100» gdzie z # —3, 
m =© 
Zatem szukane liczby to 9 i 12. 


Ćwiczenie 2 
a) za => 2. gdzie z > 0, 
se IO 


Cukierki A kosztują 16 zł/kg. 
Cukierki B kosztują 20 zł/kg. 


b) a= Tauon >i 
© = 4,5 


Winogrona kosztują 8,50 zł/kg. 
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2. a) Niech z — wiek mamy, 


(x + 6) — wiek taty. 
z = $, gdzie z > 0 
c = 48 

Mama ma 48 lat, 

a tata 54 lata. 


b) Niech z — szukana liczba 


lat. 
i: = 3, gdzie x > 0 


g = Illat 


. a) Różnica obwodów: 

2(x + 3x) = 8x 

I przypadek 

32 = ł, gdzie x € (0; 17) 
46 = 5 


Obwód zmniejszył się o 40 cm. 
II przypadek 

SP: = 3, gdzie z € (0; 17) 
6b == 2 


Obwód zmniejszył się o 96 cm. 


b) Różnica obwodów: 
2(x + 20) = 6x 
I przypadek 


30+0 _ 5 - 
RE = G gdzie z > 0 


x = 180 


II przypadek 


30+z 
18+2x 


=, gdzie z > 0 
PILA 
x = — 2 — sprzeczne 


III przypadek 


30+2x _ 5 - 
Tam D gdzie z > 0 


W tym przypadku sprzecz- 
ność można zauważyć bez ob- 
liczeń. Wiemy, że: 

30 > 18 i 2a > z, zatem 
30 + 2a > 18 + z, ale 5 < 9. 


IV przypadek 


30+2x _ 9 - 
EEE p gdzie z > 0 


śp = IŻ 
Zatem obwód zwiększył się 
o 72 cm lub o 1080 cm. 


. 16 Draca wykonana przez 
Artura w ciągu godziny 

% praca wykonana przez 
Darka w ciągu godziny 

w m. 4 

10 t 6 = 15gW — praca wyko- 
nana wspólnie w ciągu godzi- 
ny 

w: w= # = 33 [h] 
Razem malowaliby 3 godziny 
i 45 minut. 
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2. a) Mama Bartka jest o 6 lat młodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy 


i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile jego tata? 


b) Magda ma 25 lat, a jej młodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek 
wieku Magdy i jej siostry będzie równy ż? 


a) Dany jest prostokąt o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krótszy bok skrócono 
o x cm, a dłuższy bok — o 3x cm i otrzymano prostokąt, w którym stosunek 
długości boków jest równy 3:4. O ile zmniejszył się obwód prostokąta? 
Rozpatrz wszystkie przypadki. 

b) Dany jest prostokąt o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych boków 
wydłużono o x cm, a drugi — o 2x cm i otrzymano prostokąt, w którym 
stosunek długości boków jest równy 5 : 9. O ile zwiększył się obwód tego 
prostokąta? Rozpatrz wszystkie przypadki. 


Przeczytaj podany w ramce przykład. 


Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie płotu wokół domu. Adam 
tę samą pracę wykonałby w ciągu 8 godzin. Ile czasu zajęłoby im po- 
malowanie płotu, gdyby pracowali razem, każdy w swoim tempie? 


Oznaczmy przez w pracę, którą należy wykonać. Wówczas: 
— praca wykonana przez Piotrka w ciągu godziny, 


4 
g praca wykonana przez Adama w ciągu godziny, 

w w_ 3 2 5 j A 

4 + g = $W — praca wykonana wspólnie w ciągu godziny. 

Z tego wynika, że na wspólne wykonanie pracy chłopcy potrzebowaliby: 


«8 —_8_.92 


czyli 2 godzin i 40 minut. 


Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobiłby 
to w ciągu 6 godzin. Ile czasu zajęłoby im pomalowanie pokoju, gdyby 
pracowali razem, każdy w swoim tempie? 


Dwie koparki, pracując razem, wykonują wykop w ciągu 8 dni. Gdyby 
w tym samym tempie pracowała tylko pierwsza z nich, wykop powstałby 
w ciągu 12 dni. Ile czasu zajęłoby wykonanie wykopu drugiej koparce? 


Pierwsza koparka wykonała połowę wykopu w ciągu 6 godzin, resztę wy- 
kopu wykonała druga koparka w ciągu 9 godzin. Ile czasu zajęłoby wyko- 
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowały jednocześnie, każda w swoim 
tempie? 


- W ciągu jednego dnia pierwsza koparka wykonuje 5 wykopu, a obie — 3 wykopu. 


Druga koparka w ciągu jednego dnia wykonuje i — 5 = mi wykopu. 
Zatem druga koparka potrzebuje 24 dni. 


22 = 1 — praca wykonana przez pierwszą koparkę w ciągu godziny 
Lw . . 
2- = jg Praca wykonana przez drugą koparkę w ciągu godziny 
ote- zę W — praca wykonana wspólnie w ciągu godziny 

i e pil 


Obie koparki potrzebują 7 godzin i 12 minut. 


3.14. Wyrażenia wymierne — 
zastosowania (2) 


Przykład 1 

Dwa samochody wyruszyły jednocześnie z Malborka. Po pewnym czasie pierw- 
szy znajdował się w odległości 320 km, a drugi — 240 km od tego miasta. 
Średnia prędkość drugiego samochodu była o 20 km /h mniejsza od prędkości 
pierwszego. Oblicz średnie prędkości, z jakimi poruszały się te samochody. 


Oznaczmy przez vı i v2 średnie prędkości samochodów. Wówczas: 
320 _ 240 
v1 m v1 -20 


s 
v? 


Korzystamy ze wzoru t = 
t oznacza czas, s — drogę. 


320(v, — 20) = 240v,, stąd vı = 80 oraz w = 80 — 20 = 60 


gdzie 


Średnie prędkości samochodów wynosiły odpowiednio 80 km /h i 60 km/h. 


Ćwiczenie 1 

a) Samochód jadący ze średnią prędkością v pokonał odległość 195 km. Samo- 
chód jadący ze średnią prędkością o 20 km/h większą pokonał w tym samym 
czasie 260 km. Oblicz średnie prędkości obu samochodów. 


b) Droga między miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyły rów- 
nocześnie naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich jechał ze średnią 
prędkością o 30 km/h większą niż drugi. Samochody minęły się, gdy pierwszy 
pokonał 5 trasy między miastami. Oblicz średnie prędkości obu samochodów. 


Ćwiczenie 2 

a) Pociąg ekspresowy jechał ze średnią prędkością o 30 km/h większą niż 
pociąg osobowy i przebył trasę długości 360 km w czasie o godzinę krótszym. 
Oblicz średnie prędkości tych pociągów. 

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyły 
równocześnie naprzeciw siebie dwa pociągi. Średnia prędkość pierwszego była 


o 10 km/h większa niż średnia prędkość drugiego. Pociągi spotkały się w od- 
ległości 270 km od miasta A. Oblicz średnie prędkości, z jakimi się poruszały. 


Ćwiczenie 2 

a) Niech v — średnia prędkość pociągu osobowego, 

(v + 30) — średnia prędkość pociągu ekspresowego. 

= => Flow 

v=90 

Średnie prędkości pociągów ekspresowego i osobowego wynosiły 
odpowiednio 120 km/h i 90 km/h. 


b) Niech v — średnia prędkość drugiego pociągu, 
(v + 10) — średnia prędkość pierwszego pociągu. 
270 __ 510—270 


v+10 v 
v = 80 


Średnie prędkości pociągów wynosiły odpowiednio 90 km/h i 80 km/h. 


Uczeń: 

— wykorzystuje wielkości 
odwrotnie proporcjonalne 
do rozwiązywania zadań 
tekstowych dotyczących 
związku między drogą, 
prędkością i czasem 


Ćwiczenie 1 
195 —_ 260 

a) = v£20 

v=60 


Średnie prędkości samochodów 
wynosiły odpowiednio 60 km/h 
i 80 km/h. 


b) Niech v — średnia prędkość 
drugiego samochodu, 

(v + 30) — średnia prędkość 
pierwszego samochodu. 

8.350 _ 2-350 

vF30 v 

v = 60 

Średnie prędkości samochodów 
wynosiły odpowiednio 90 km/h 
i 60 km/h. 
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Z ni 
Odpowiedzi do zadań adania 


1. Niech v — średnia prędkość 1. 


pociągu zgodnie z rozkładem, 
s — odległość między miasta- 
mi. 

s= 4 4 Dat 0>0 


v 


tów wynoszą odpowiednio 

15 km/h i 20 km/h. 

. a) Niech v — średnia prędkość 
samochodu. 


120 _ 120 
vw. +430 


v = 50 
Średnia prędkość samochodu 
wynosiła 50 km/h. 


+40 0 
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Pociąg miał pokonać trasę między dwoma miastami w czasie określonym 
w rozkładzie jazdy. Z powodu awarii został zatrzymany na pół godziny 
na stacji pośredniej. Pozostałe 120 km przejechał z prędkością większą 
o 20 km/h i dzięki temu nadrobił powstałe opóźnienie. Oblicz, jaka po- 
winna być średnia prędkość pociągu zgodnie z rozkładem jazdy. 


120 _ v+20+240 
v 2(v+20) > 
v? + 20v — 4800 = 0 2. Dwaj rowerzyści wyjechali równocześnie na trasę długości 36 km. Sred- 
v = 60 nia prędkość pierwszego rowerzysty była o 6 km/h większa niż średnia 
Średnia prędkość pociągu po- prędkość drugiego, więc pokonał on trasę w czasie o godzinę krótszym niż 
winna wynosić 60 km/h. drugi. Oblicz średnie prędkości obu rowerzystów. 
. Niech 6 — średni d- : ; ; 
8 aa ża 3. Tomek przejechał na rowerze 32 km szosą i 20 km polną drogą w czasie 
ości rowerzystów. e. , j i "e i . 
A a 2 godzin i 40 minut. Srednia prędkość jazdy po szosie była o 20 km/h więk- 
a ree 2 > EE j ZE ; 5 
at sza od średniej prędkości jazdy po polnej drodze. Oblicz średnią prędkość 
> i AE na szosie i średnią prędkość na polnej drodze. 
Srednie prędkości rowerzys- 
tów wynoszą odpowiednio 4. Trasa rowerowa wokół jeziora ma długość 12 km. Dwóch rowerzystów wy- 
7 km/h i 18 = h, ruszyło jednocześnie z tego samego miejsca i okrążało jezioro w tym sa- 
: Rae a ER prędkość na mym kierunku. Średnia prędkość jednego z nich była o 5 km/h mniejsza 
polnej drodze, Dy ; » : i z E 
0 a dnia pre dko ns niż średnia prędkość drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystów do 
szosie. szło, gdy szybszy z nich wykonał 4 okrążenia jeziora, a wolniejszy — 3. 
EO 2-0 Oblicz średnie prędkości obu rowerzystów. 
v=12 5. a) Samochód przejechał drogę długości 120 km. Gdyby jechał ze średnią 
Srednie prędkości jazdy po prędkością o 30 km/h większą, to czas jazdy byłby krótszy o 54 minuty. 
oo i pam esa wy- Jaka była średnia prędkość samochodu? 
nosiły odpowiednio 32 km/h A j , , = 
i 12 km/h. b) Samochód przejechał drogę z miasta A do miasta B o długości 240 km 
. Niech v, v + 5 — średnie pręd- ze średnią prędkością v. W drodze powrotnej przez godzinę jechał ze śred- 
kości rowerzystów. nią prędkością v, a następnie zwiększył prędkość o połowę, w rezultacie 
ae e ol drogę powrotną przejechał w czasie o godzinę krótszym. Wyznacz średnią 
v= lE prędkość v. 
Średnie prędkości rowerzys- — «6, a) Samochód przejechał drogę z miasta A do miasta B ze średnią prędko- 


ścią 40 km/h. Z jaką średnią prędkością powinien jechać w drodze powrot- 
nej, aby jego średnia prędkość w czasie całej podróży wyniosła 60 km/h? 
b) Średnia prędkość jazdy samochodem z mia- 


Średnią harmoniczn 
sta A do miasta B wyniosła v, km/h, a podczas ć 3 


liczb dodatnich a i b 


drogi powrotnej v2 km/h. Uzasadnij, że średnia nazywamy liczbę: 
prędkość liczona dla całej podróży jest równa 


średniej harmonicznej prędkości vı i və. 


ŚIĄ = 7 
RA 


S|--| 


. b) Zauważmy, że jeżeli jedziemy z prędkością v km/h, 


to przez 1 godzinę pokonamy drogę v km, stąd: 


240 240— 
= Pom WALE 


v 


v =60 km/h 


. Niech s — odległość między miastami A i B. 


a) Niech v — średnia prędkość samochodu w drodze powrotnej. 


SLR) 3 
v = 120 km/h 

D 
UE 5 rt vs 


Odpowiedzi do zadań 


3.15. Zagadnienia uzupełniające 


1.a)z 


yia 


E Wyrażenia wymierne dwóch zmiennych 


1. Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla z = 2 oraz y = —4. 2.ajaźbiaź4 b, a+b,l 
e 2_,,2 5 
a) b b) = JR b)ażb,aż-bib 70, 
a*-y yzy z*-2cyty a2+62 5 
Bb 285 
2. Uprość wyrażenie i oblicz jego wartość dla a = —1 i b = 2. 3. a) r #0iy#-3, -5 
o 
a?+2ab+b? a? —b3 at —b* a—b a 3 -3x(2y+3) 
a) — i b) i Dertiya p == 
—b2 2 +ab+b2 2 +b2—2ab b+b2 
j Ra EEE MB c) x #0, y #0 i z # 4y, 4zy 
3. Wykonaj działania. djzźy, z yix 2y, 
APR ea EH e) Fay —1(5 + 2y) 
g2 y?+6y+9 5x " 20zy x+y z2?+ry+y? e) 1 4 —y, (£ — y)’ 
4y?-9 6x? wy? , __ 4y?-4r? (aty)  _ z?+y? f) rżyiz 
) > d) . f) y Y; cy 
4x 3—2y c+2y ` x? +4ry+4y? z?+2ry+y? xt-yt h SR: 
TA i 4.a)uzżyicź=y, zs 
4. Wykonaj działania. AE 
2 2 b)zzyiz Y, ziu 
a) aU g A c) y=1 «l e) z y 2zy A 
zty  a-y wyż asy amy aty ay c) rz0iy #0, Krys 
w y t A EB 3a 3x ,  4cy p OERŻEWA 
b) x+y T cy d) zy + y2 t «c? f) 20—y 2x+y | 402—y2 d)x#0iy%#0, E 
PME ia = 1 
5. Wykonaj działania. A z 5 za 2 5 n 
zi —2x, 
a) a?+-ab a a b) = aż N! a+l 1 Y Y 4r?—y? 
a2b> \ a-b a+b a-1 b bab 5. a) a7£ 0, bz 0, a zb 


ia Æ —b, T 


E Zadania z parametrem b)a#0,a#1ib#0, -$ 


6. Dla jakich wartości parametru m równanie ma dwa rozwiązania o różnych Roz 
6.a) 4 A=4>0 
znakach? 
2 2 tiz = TEŻ < 0 
a) mz? — 2(m-1l)z+m-2=0 c) (m+1)z?—2(m+2)r+m=0 > m 
b) (m — 1)? — 2mz +m+3=0 d) (m+1)z?—4mr+m+1=0 ah 
7. Dla jakich wartości parametru k równanie ma dwa różne rozwiązania do- m € (0; 2) 
datnie? m E (0; 2) 
a) (k+2)a? —4a—k+2=0 c) (k+1)x?-3(k-1)x+2k-—3=0 b) m € (—3;1) 
2 = Ij — c) m € (—1;0) 
b) (k — 1)z? — 2kx—-k-1=0 d) (k — 2)x* — 3(k + 2)x + 6k = 0 Daa l" 
8. Wyznacz te wartości parametru a, dla których największa wartość funk- k+2#0 
cji f jest liczbą ujemną. A=4k*>0 
3 7. a) GK 
a) f(x) = (3a — 2)x* + (4a + 2)x + 3a — 2 £172 = 75 >O 
b) f(x) = (3a — 4)a? — (2a + 1)xz + 2a+ 1 wa. >0 
k#-2 
SGZZEŚW 3a—4<0 
sofi l b (a : k E€ R\ (0) 
zi —20a + 64a -12 < 0 >+ —20a +24a+1'<0 k € (—2;2) 
$ 5 e <E k > —2 
a € (—00; 5) U (3; o0) a € (—0; —5) U (75300) k € (-2;0)U (0;2) 
Zatem a € (—0; —5)- Zatem a € (00; —3). b) ke (-1 -2) 


c) k E€ (—06;—1)U 


U(Ż;7 — 2V7)U(7+ 2V7;00) 


d) k € (2:6) 


3.15. Zagadnienia uzupełniające 169 MEEME 


9. a) |AB| = o, BE 


|AD| =y = 5 
Zatem P = |AB|: |AD| = 
= 20 ' Yo = a. 


b) Niech d — długość 
przekątnej kwadratu. 
Daa OR a ma 
stąd d = v 2a. 
Dla a < 0 P = į4@? = —a, 10 
stąd d = /2(=a). 
Zatem d = y 2Ja]. 
c)a=8 

10. a) Hiperbola i prosta mają je- 
den punkt wspólny, gdy rów- 
nanie = = —1+m dla 
m > 0 ma jedno rozwiązanie. 
c +xz(l-m)+2+m=0 


Asm -0m=-7=0 11. 


Zatem m = 7. 

B(7,0), C(3,4), D(0, 4) 
PaBoD = 20 

b) E(—1,0), F(0, —2) 


(lub odwrotnie) [D] *b) Uzasadnij, że trójkąty ograniczone osiami 


Niech P(—1, —2), 
R(3, = SIZE 4) 
Poer = Ppros + 


(Pere + PrRo + Pose) = 
=4.6-(1+9+8)=6 

11. a) Prosta i hiperbola mają je- 

den punkt wspólny, gdy rów- 


nanie + = az + b ma jedno 


rozwiązanie, czyli dla 13. 


ax? + ba — 1 = 0 mamy 
A=b +4a =0. 

Punkt (1, 1) należy do wykre- 
su prostej y = aa +b, zatem 
1 = a +b. Po podstawieniu 
otrzymujemy: a = —1, b = 2. 
Zatem y = —1 + 2 oraz 
B(2,0), C(0, 2) — punkty 
wspólne prostej i osi układu 
współrzędnych. Stąd P = 2. 


11. 
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. Prosta y= —x + m ma w I ćwiartce układu 


12. 


a) Uzasadnij, że jeśli punkt (xo, y0) należy do wykresu funkcji y = 4, gdzie 
a > 0i a > 0, to prostokąt o wierzchołkach A(0,0), B(zg,0), C(zo, Yo); 
D(0,yo) ma pole równe a. 


b) Wyznacz długość przekątnej kwadratu, którego trzy wierzchołki leżą na 
osiach układu współrzędnych, a czwarty należy do wykresu funkcji y = 4. 


T 


c) Wierzchołki prostokąta o polu 24 są punktami przecięcia hiperboli y = 4 


T 


z prostymi y = ir i y = 2a. Wyznacz a. 


współrzędnych jeden punkt wspólny z hiper- 
bolą y = EP (punkt C na rysunku obok). 
a) Oblicz m oraz pole trapezu ABCD. 


b) Punkty E i F są punktami przecięcia hi- 
perboli y = om z osiami układu współrzęd- 


nych. Oblicz pole trójkąta CEF. 


a) Wyznacz równanie prostej y = ax+b, gdzie 
a + 0, której jedynym punktem wspólnym 
z hiperbolą y = + jest punkt (1,1). Oblicz 
pole trójkąta ograniczonego osiami układu 
współrzędnych i tą prostą. 


układu współrzędnych i prostą y = ax + b, 


gdzie a < 0, mającą jeden punkt wspólny z hi- pon trójkątów O BG: 


perbolą y = *, mają równe pola. i OB2C2 są równe. 


c 


Podaj, ile punktów wspólnych ma okrąg o środku w punkcie (0,0) i danym 
promieniu r z hiperbolą y = 2. 


T 


a)r=1 b)r=1,5 c) r= v2 


Dany jest okrąg o środku w punkcie (1,1) 
i promieniu r oraz hiperbola y = t, Na ry- 
sunku obok przedstawiono tę hiperbolę oraz 
kilka takich okręgów. Podaj, ile punktów 
wspólnych mają okrąg i hiperbola w zależ- 
ności od r. 


Hiperbola będąca wykresem funkcji f(x) = -$ + p przecina osie układu 

współrzędnych w punktach A i B. Oblicz p, jeśli pole trójkąta AOB (gdzie 

O jest początkiem układu współrzędnych) jest równe: a) z, b) 124. 

b) Punkty przecięcia prostej y = az +b z osiami 12.a)0 b)4 c) 2 

układu współrzędnych są postaci: (0,b) i (—4,0), 13. 0 dla r € (0; v2), 

zatem pole trójkąta ograniczonego tą prostą i osia- 1 dla r = v2, 

mi układu współrzędnych wynosi: 2 dla r € (V2; 3V2), 
B= A. |5.(-2)(= 3 dla r = 3V2, 

AAC! 4 dla r € (3V2; co) 
y =ar +b iy = ŁŻ dla x 4 0 mają jeden punkt 14. IO =p- i = 


b2 


2a 


wspólny, czyli równanie ax? + ba — 1 = 0 ma jedno OZ czyli È 
rozwiązanie, gdy A = b? + 4a = 0, stąd a = —1b. 0= 6-1 pdla 2 = pA 6 
c-p P 
b2 b2 P. 2N 
P=|z|= z poz) | = 2 Pole trójkąta: 4 (==) 


jest wartością stałą, czyli dla dowolnej prostej speł- a) p € (-3, —2, 2, 3} 
niającej warunki zadania pole trójkąta jest równe 2. b) pe Eo Mo 


Zestawy powtórzeniowe 


E Zestaw I Odpowiedzi do zadań 


1. Na rysunku przedstawiono wykres funk- 1.a=6 
cji f(x) = $. Oblicz a. a) P,Q 
a) Które spośród punktów: P(—8, —3), b) s € (—c0; —2) U (0; o0) 
c) x € (—00;0) U (3; oo) 


Q(3,12), R(V2,V3) należą do wykresu 
funkcji f? 


b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu- 


mentów funkcja f przyjmuje wartości 
większe od —3. 


c) Rozwiąż nierówność f(x) < 4. 


2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzinę funkcji g i równania 2 6)) JB IE (O, 2£= 0, g= Il 


asymptot jej wykresu. b) Dy =R \ {0}, 
-i o= å E T CE z=0,y=-2 
a) f(z) =—, g(a)=-+1 c) f(2)=—-, g(z) = = c) D= R\ M r=4,y=0 
b) (a) =—5, gfa)=-7-2 d) f@)=-}, g(a) =— d) Dy =R\ {-2}, 
c z £ c+2 r=- 2 y= 
3. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Podaj dziedzinę i zbiór wartości każdej 3. a) D; = R \ {0}, 
z tych funkcji. f(D;) =R \ {0} 
—2 — 2 — 2 Dg = R\ {1}, g(Dg) = R\ {0} 
aesa AM je Ma DRM KD.) RI 
3 3 3 = 
b) f(x) =—, c) == h(1)=—— -1 b) Ds = R \ {0}, 
Hase Wea r A 
g(Da) = R \ {0} 
4. O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji g(z) = L, aby otrzymać Dz = R\ 1-17, 
ne, > KMDR (= 
wykres funkcji f? Naszkicuj ten wykres. ) D; =R\ {0} 
1 1 £ c E= , 
a) fa) = zz t3 b) f(z) = — +1 e) fæ) 7 f(D;) =R\ {0} 
DRI ON 
5. Podaj wzór funkcji, której wykres otrzymamy przez przesunięcie wykresu 65) sA N z 
funkcji f o wektor w. Naszkicuj wykres tej funkcji. Dr = R\ 1-2), 
a) f(e) = 2,0 = [-2,3 b) f(z) =-1, R = [2,-3 AA 
= a 4. a) [-3,3] 
6. Wyznacz ze wzoru podaną zmienną. b) [4,1] 
m 2 m 1 a c) [1,1] 
m_2 5 mog_1l= = mu 
a) a b” 8 a „ue AR Tg’ 7 5. a) g(z) = = +3 
b) B= Ber, d)m(m-3)=2 a 1) s="qat",„ POO 
e r a l-q 
6. a) b= 2 
b) r = 5 
c) a= rz 
d) a= As 
e)q=1- 7 
f) ar = ZEP 
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NA 


7.a) D=R\{-1}, x-1 7. Podaj dziedzinę wyrażenia, a następnie je uprość. 
b) D = R \ {0,3}, SĘ 4 7-1 b) a c) a> > 
c) iD) = R\{ 3, 2, z c+1 «c*-30 «c*+5a+-6 x?+125 
d)D=R o 5) a 8. „a równanie. = ; 
8. a) r= c*+6x _ c*-20 — —2x1—8 z 
b) a= > a) u2—60 0 d) ©2—4q+4 0 8) ©2-x—2 0 
2 2 2 
c) r=0 ©-—4 _ 450*-12x-+9 — c*-7c+12 — 
d) E b) c2+2a 0 e) 3x—2x2 0 h) x2?—6xr+8 0 
2 2 2 
e e gie x| —3x — 8«1*-2 — o 3«0+7«u+2 — 
a = c) 2x2—18 0 f) 4z2+4xr+1 0 i) 2x2 +5xr+2 0 
BD u= 2 lub z =4 9. Rozwiąż równanie. 
h)z=3 = = = BR > 
i) p= Er a) x-1 2 d) «c+2 = 8) r+2 c+1 
3 
A +1 _ £ or zt4 a4 
9. : z 5, b) = e) cą 0-38 h) Z 0 
OE. 
20—7 _ =; 2x+10 _ z à x-3 z+6 m 
c) c= l c) a 5 f) c+5 w 2 i) 1-2 Ft ©+2 0 
d) z = —3 lub z = 0 
e) r=2lubx=6 10. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = “5. Wyznacz współrzędne punktów, 
f) r=4 w których wykres funkcji f przecina prostą y = 2 oraz prostą y = z. 
g) e=- hpa LE a)a=2 b)a=—1 c) a=l d)a=-2 
h)z=0 
: „= 11. Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(x) = <; i g(x) = 51 
10. a) z prostą y = 2: (3.2); I. s. Y/ IL. 
z prostą y = z: 
(IE 1), (=2 >) 


b) z prostą y = 2: (-4,2); 
z prostą y = x — brak 

c) z prostą y = 2: (3-2); 
z prostą y = z: 
(364,48) 


SE 


(236, za a) Dopasuj wzór do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f i g. 


b) Rozwiąż równania: g(x) = x oraz f(x) = —t. 
d) z prostą y = 2: (—3,2); 
z prostą y = x — brak 12. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj rozwiązanie nierówności f(x) > 1. 
11.a) I- f,c=01-g,0=3 1 dlaz>0 —2 dlaz 4-1 
D o= a den= i aeS a) f(x) = 7 b) f(x) = 7 
f(£) = —z dla z = —3, z = 0 —+ dag<0 Pe dla 1 > —1 
LE e | 3 (GU 13. Naszkicuj wykres funkcji f. Rozwiąż równanie f(x) = z. 
c-1 © c+1 
a) f(z) = — e) fa) = — e) /(2) = 2+ 3 
GER = >| (ZF 
b) f(z) = ZE d) f(a) = 2 WO ZE 


13. a) sprzeczne 
b) x = —1 lub z = 3 
c) z 
d) sprzeczne 
e) x = —v7 lub z = y7 
A s= V2 lubr v2 
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E Zestaw II 
1. Rozwiąż nierówność. 1. a) z € (—00;3) U (5;00) 
a) Z >0 SR ZEE e) c—1<0 b) z € (—6; —2) 
x-3 z+1 2 * c) z E€ (—00;—1) U (7;00) 
b) = <0 d) ZĘ < —2 f) s++>2 d) z € (0:1) 
e) z E€ (00; —1) U (0; 1) 
2. Rozwiąż nierówność. f) x € (0; 00) 
(2x—1)? c+2 r? —2r—3 2 a NN 
m 730 = s stag 7 | > ; : s4 U (1; 00) 
p SĘ = da) > >0 jangi eel 2u02 
z > Bar ETE AA > ; 
«c*-5a+10 20%-—8 c*+2x—3 d) „= 2 1 U (2; 
3. Rozwiąż nierówność. e) z € (—00; —2)U(—1;0)U 
RIĘ ZER = 4 BR U(3; 00 
a) REG: b) PF 12 c) aor aoa” n AO 
4. Wyznacz zbiory: AU B, AN B oraz A \ B. 3. a) x € (—3;3) 
= b) z € (—7;1) U (5;0o) 
A= | R: > a] Bad R: 27 <2} 
aa Joao X e) € (-06-2) U (~4;0)U 
U (2; œo) 


= R = (x-2) (x+1) 
b) A={rER: ŻY <1}, B= {z eR: Ce >o) 
5. Rozwiąż równanie. 
a) |:+3|-x=7T c) |2x-—1|+]|xz-5|= 6 e) 4lx+1|+|x-1|=2 b) AUB=R, 


b) |l-z|+l=«s d)|1-3z|-|x+6|=—3 f) |:-7|=2-—|4—z]| 


6. Wyznacz liczby naturalne z, które spełniają poniższy warunek. 5. a) z = —5 
b) z € (1; o0) 
3 1 5 c—10 , 
a) 0< 5 SE b) -|>2 c) | > 1 c)z=0lubxz=2 
d) x = —4 lub z = 2 


7. Naszkicuj wykres funkcji f. Z wykresu odczytaj, dla jakich wartości para- 


; ! | p = 
metru m równanie f(x) = m ma dwa rozwiązania. f) 


sprzeczne 


a) f(a)=|2-2] b) fæ = [53] c) fla) = qq -2 6. a) 1, 2 
b) 2, 3, 5, 6 
8. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj liczbę rozwiązań równania f(x) = m? c) 1, 2, 3, 4,5 
w zależności od parametru m. 7. a) m € (0;2) U (2;00) 
z) = |- b) jaj=141 ð Ta a b) m € (0; 1) U (1; c0) 
c z |z|-1 c) m € (—2;00) 
9. Podaj dziedzinę funkcji f i naszkicuj jej wykres. Napisz wzór funkcji 8. a) 0 dla m = 0, 
y = g(m) określającej liczbę rozwiązań równania f(x) = m w zależności 2 dla m € R \ {0} 
od parametru m. Naszkicuj wykres funkcji g. b) 0 dla m € {—1, 1}, 
i 3 1 dla m € R \ {—1, 1} 
DFs mal b) ra= |a +2] c) śe) = |2-1|-1) d2dbm R 
a D E RA IN O RIE a c) D; = R \ {0} 
PA I | A 
li | e 
TERE | f 
AOA i 
ITI i 
AWA 
Hb zel | 
| i | > 
O 1 1 
Y YA 
-i 
1-9 
1 m 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 
16. 


= — e 2 
a) [-1, —3] 
b) [2, —5] 
a) f(x) = g(x) dla 
a= =la ls 
f(x) > g(x) dla 

x E (—0; —1) U (0; 1) 
b) f(x) = g(x) dla 
óB = ||, a= 
f(x) > g(x) dla 

x € (—1;0) u (0; 1) 

c) f(a) = g(e) dla z = 2; 
f(z) > g(x) dla z € (1;2) 
d) f(z) = g(e) dla z = —1; 
f(x) > g(z) dla 


x E€ (—0o; —1) U (0; 1) 
a) z = —2 lub z = 2 
b) Pa| =2-2 


Prawa strona równania nie 
może być ujemna i |z| Æ 2, 
zatem x > 2, co oznacza, że 


|x| = z oraz |x — 2| = x — 2, 
czyli równanie można zapisać 
w postaci: >> = z — 2. 


Dla x > 2 równanie ma tylko 
jedno rozwiązanie: z = 4. 
A) J(G > gl2) dh a = S; 
f(x) > g(x) dla 
x € (—00;2) U (3; oo) 

b) równanie sprzeczne; 
f(x) > g(x) dla 

x E€ (—0; —3) U (—3;0o) 


a) m € R \ {0} 

b) nie ma takich m 
c) me (0; 1) 

d) m € (—6; 2) 
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NA 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


17. 


18. 


Podaj wzór funkcji homograficznej, której 
wykres przedstawiono na rysunku obok. 


a) O jaki wektor należy przesunąć ten wy- 
kres, aby otrzymać wykres funkcji g? 


-x-3 
gle) = = 


b) O jaki wektor należy przesunąć ten wy- 


kres, aby osiami symetrii otrzymanej hiper- 
boli były proste: y = g — 4 i y = —z — 2? 


Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x) i nierówność f(x) > g(x). 
a) f(a)=L, g(a)=a c) f(2) =, g(a) = |a| 
b) F(a) = $ 9la) = lel d) fæ) = 4-1, g(a) = ZE 


Rozwiąż graficznie i algebraicznie równanie f(x) = g(x). 


a) fa) = |} -2| ofaj=3 =b) f) = ||, alfa) = 1-2 
Rozwiąż graficznie równanie f(x) = g(x) i nierówność f(x) > g(x). 
a) f(a) = T, g(a) = b) f(2) = 5 se) = EF 


Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ż. Dla jakiej wartości parametru m prze- 
dział (—8;0) jest zbiorem rozwiązań nierówności + < m? 


cm 


Dla jakich wartości parametru m wykresy funkcji f(x) = == i g(z) = mg 


mają dokładnie jeden punkt wspólny? 


Dla jakich wartości parametru m wykresy funkcji f i g nie mają punktów 
wspólnych? 


a) f(z) = 
b) f(z) = 


Dla jakich wartości parametru m dane proste są równoległe, a dla jakich 
prostopadłe? 


, g(z) = (m 1)z 
=$ 


a 


, g(x) = -mr 


m 
a 
m 


m 

w 

m 
a 


, g(x) = mz , glz) =xr+m 


| r-5 i y= 


1-m? 


m+1 


m1 


1-m 


m+-2 b) y= 


Dla jakich wartości parametru m nierówność jest prawdziwa dla każdego 
x eR? 


a) y = r+3 i y= 


ma+2 3xz?—2x+1 A (m-3)c+3 = 
) c2+1 >0 b) —12+mui-1 <0 c) —12+x1-2 > -2 
a) równoległe dla m = E, prostopadłe dla m = —1 


b) nigdy nie są równoległe, prostopadłe dla m = 0 i dla m = 2 

a) z? +1 >0 dla m €R, mz +2 > 0 dla m= 0 

b) 3x? — 2x + 1 > 0 dla m € R, ponieważ A = —8 < 0. 

—q+ma—1 < 0 dla dowolnego z, gdy A < 0, czyli A = m?—4 < 0 dla m € (—2; 2). 


—2r2+(m—1)xz—1 


c) Nierówność można zapisać w postaci: Ton >0. 
—a7 +x — 2 < 0 dla dowolnego z, ponieważ A = —7 < 0. 
Zatem dla dowolnego x musi być spełniony warunek: —2x* + (m — 1)x — 1 < 0. 


A=m?-2m-7<0dla me (1— 2V2;1+2y2) 


Sposób na zadanie W 


Przykład 


RENE” 2, 20—2 i 
Rozwiąż nierówność — a 5 1, gdzie z Æ 3. 


Aby rozwiązać to zadanie, możemy postąpić na różne sposoby. 


I sposób 
Rozpatrujemy dwa przypadki ze względu na znak mianownika. 
1° x— 3 < 0, czyli x € (—00; 3) 2 x— 3 > 0, czyli z € (3;00) 
2x—2 2x—2 
-z <1/-(@-3) | <1/-(@-3) 
Zmieniamy zwrot nierówności. Nie zmieniamy zwrotu nierówności. 
21—2>u-8 21—2<u-38 
c>-1 za 1 
Zatem z € (—1;3). Sprzeczność z założeniem. 
Nierówność 222 < I jest spełniona dla x € (—1; 3). 
II sposób 
Mnożymy obie strony nierówności przez kwadrat mianownika ułamka. 
2x1—2 . 12 2 m_a2 
a, Ly (z — 3) (z — 3) >0 


(2x — 2)(xz — 3) < (x —3)? 
(2x — 2)(x — 3) — (x — 3) < 0 
(x — 3)((2x — 2) — (x —3)) < 0 

(z —3)(0+1) <0 5 


baj 


Nierówność 


Z < 1 jest spełniona dla x € (—1;3). 


III sposób 
Postępujemy następująco: 


Wykorzystujemy fakt, że iloraz i iloczyn mają ten sam znak i rozwiązujemy 
nierówność (x — 3)(x + 1) < 0, tak jak w II sposobie. 


= < 1 jest spełniona dla x € (—1; 3). 


Nierówność 


Odpowiedź: x € (—1; 3) 
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. Niech v — prędkość prądu 
rzeki. 


24 2 1 
10+v 10-—v 
v = 2 km/h 


mmm 176 3. Funkcje wymierne 


W Zadania testowe 


Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko 
jedna odpowiedź jest poprawna. 


1. 


Punkty P(1,2) i Q(3,4) należą do wykresu funkcji: 


A. f(a)= ZE, a 
B. f(v) = SH, D. f(x) = m, 


Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = = +q dla: 
A. p= —3, q = 0, C. p = 4, q = —3, 
B. p= 2, q= —1, DDR 


Funkcją rosnącą w każdym z przedziałów (—00; —2) i (—2; oo) jest funkcja: 


IEV2 _ 2-3 
A JE) ra | C. fl) = z==2 
=e REM 
B. f(e) = z. D. f(a) = iz +8 
Liczby —5 i 1 są rozwiązaniami równania: 
8-87 6x+30 
A. =1-38, C. =1+5, 
x-1 c+5 
ZEW | z+5 _ 
B. AS 7 3: D. „jj TPA. 
Zbiór R \ {1} jest zbiorem wartości funkcji: 
AŁA — z+ 2 — el 
A. fe =, B. f=, ©. fe), D. (a) = EE 
Dla ilu liczb całkowitych prawdziwa jest nierówność ea ai 
A. 4 B.5 C. 6 D. 8 


Na rysunku obok przedstawione są wykresy 
funkcji f(x) = 2(z — 2)? i g(z)= = +1. 
Zbiorem rozwiązań nierówności f(x) > g(x) 
jest zbiór: 

A. (3;00), C. (0;2)U (3;00), 

B. (3;00), D. (—00;2) U (3; oo). 


Kajakarz płynie po stojącej wodzie z prędko- 
ścią 10 km/h. Płynąc z prądem rzeki, poko- 
nuje trasę długości 24 km w czasie o godzinę 
krótszym, niż zrobiłby to, gdyby płynął pod prąd. Prąd rzeki ma prędkość: 
A. 1 km/h, B. 1,5 km/h, C. 2 km/h, D. 2,5 km/h. 


Przed obowiązkową maturą z matematyki 


E Zadania krótkiej odpowiedzi 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Na rysunku obok przedstawiono wykres 
funkcji f(x) = %2. Powstał on w wyniku 
przesunięcia hiperboli y = — 2. Oblicz współ- 


czynniki a i b. | 

Zadanie 2 (2 pkt) 

Dana jest funkcja f(x) = $. Oblicz a, je- 
śli wzór funkcji f można zapisać w postaci 
f(z)=g—;: 

Zadanie 3 (2 pkt) 

Rozwiąż równanie |6x — 3| — |1 — 2z| = 10. 


E Zadania rozszerzonej odpowiedzi 


Zadanie 4 (4 pkt) 
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- 
cji f(z) = > +b. 
a) Podaj wartość współczynnika b i oblicz 


najmniejszą wartość funkcji f w przedziale 
(36). 
b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji: 
g(a) = f(a) - Że 
[D] Zadanie 5 (3 pkt) 


3 
Uzasadnij, że funkcja f(x) = ET 


ma tylko jedno miejsce zerowe. 


Zadanie 6 (4 pkt) 

Pierwszą połowę trasy pociąg przebył ze średnią prędkością v, a drugą po- 
łowę — ze średnią prędkością dwa razy mniejszą. Cała trasa ma długość 140 km. 
Wyznacz wzór opisujący zależność między czasem t, w jakim pociąg przebył 
całą trasę, a średnią prędkością v. Oblicz t dla v = 120 km/h. 


Zadanie 7 (4 pkt) 

Ze stacji A do stacji B, oddalonych od siebie o 100 km, wyjechał pociąg. Po 
przejechaniu 20 km zatrzymał się z powodu awarii i stał 10 minut. Aby nad- 
robić opóźnienie, pozostałą część trasy jechał ze średnią prędkością 1,2 raza 
większą niż przed awarią. Oblicz średnią prędkość, z jaką jechał pociąg na 
pierwszym odcinku trasy. 


5. D =R \ {-4,0} 
— gar _ _z(9z?—1) 
(z) 9x3+6x7+Fo  x(9x2+6r+1 
OROA 


Zatem funkcja f ma tylko jedno miejsce zerowe. 
6. t(v) = Z + 2 = 2, v>0 
2g g 


t(120) = el 


—  z(3x-1)(30+1) _ 3x—1 
c(3«0+1)2 3x+1 


t= 1 h 45 min 

7. Niech v — średnia prędkość pociągu przed awarią. 
2 j+ = v>0 
v=80 


Średnia prędkość pociągu na pierwszym odcinku trasy wynosiła 80 km/h. 
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Odpowiedzi do zadań 


1. f(x) = -5 +1 = == 
—5 


8 


3. 3|20 — 1| — |2x — 1| = 10 
pomas 
2x — 1 = —5 lub 2z- 1 = 5 
t= 2 lubr=3 


4. a) b= 2, f(6)= 
b) g(z)= +2- %=0 
3x? + 16r +12 =0 


Odpowiedzi do zadań 


1. Niech 6x, 5x > 0 będą długo- 


ściami boków prostokąta P}. 


2 
=> 50-25 >0 


Ob = 2(6x + 51) = 293 x 


= 29,333 


Należy zakodować: 293. 
207, bor? 


a +r-1=0 
> PPE wale 
ZEE 


Należy zakodować: 618. 
3. zo = Z = 2,833 

Należy zakodować: 283. 
4.14 —3 

(x — 12)(x — 2)(z +3) 40 

u E€ (—00; —3) U (2; 12) 

5 = 0,1667 

Należy zakodować: 166. 


5. Ja) | = +4] 


Równanie f(x) = m ma dwa 
rozwiązania różnych znaków 


dla m € (2; 4). 
YA 


6. A = (0; 3) U (4; o0) 
B = (—2; 2) 
AN B = (2; 3) U (4; 00) 


2 


1. i(o)= = =m 


c-m 


Funkcja f jest rosnąca w każ- 
dym z danych przedziałów, 


gdy 3 — m” < 0, czyli dla 


m € (=; —v3) U (V3; 00). 


8. f(z) = -2 


Rozwiązanie graficzne: 


W Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym 


W zadaniach 1-4 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu. 


Zadanie 1 (2 pkt) 

Stosunek długości boków prostokąta P, jest równy 6:5. Jeśli każdy bok tego 
prostokąta skrócimy o 25, to otrzymamy prostokąt P>), w którym stosunek 
boków jest równy 4:3. Oblicz obwód prostokąta P+. Zakoduj cyfrę dziesiątek, 
jedności i pierwszą cyfrę po przecinku rozwinięcia dziesiętnego otrzymanego 
wyniku. 


Zadanie 2 (2 pkt) 

Liczba z, jest dodatnim pierwiastkiem równania = = 35 z Zakoduj trzy 
pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego liczby 2. 

Zadanie 3 (2 pkt) 


Liczba £o jest miejscem zerowym funkcji f(x) = 


— 3. Zakoduj cyfrę 


TE 1 
jedności i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego liczby £o. 


Zadanie 4 (2 pkt) 
Liczba a jest najmniejszą, a liczba b największą liczbą naturalną spełniającą 
nierówność: 
x?—14r+24 
c+3 s 


Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwinięcia dziesiętnego ilorazu 4. 


Zadanie 5 (4 pkt) 
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = w 


równanie f(x) = m ma dwa rozwiązania różnych znaków? 


| Dla jakich wartości parametru m 


Zadanie 6 (5 pkt) 
Zbiór A jest zbiorem rozwiązań nierówności 


u3-17—6a 
«-—2q—8 


2 
rozwiązań nierówności z 3 <0. Wyznacz zbiór A | B. 


> 0, a zbiór B — zbiorem 


Zadanie 7 (3 pkt) 

Dana jest funkcja homograficzna f(x) = mi-a, Dla jakich wartości parame- 
tru m funkcja ta jest rosnąca w każdym z przedziałów: (—0o; m) i (m; o0)? 
Zadanie 8 (5 pkt) 

Wykres funkcji g jest symetryczny względem prostej z = —1 do wykresu 
funkcji f(x) = ==>. Rozwiąż nierówność f(x) — g(x) > 0. 


Zadanie 9 (4 pkt) 


Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = Tak oraz g(x) = EJ] 
9. f(x) = == = =, Dy = R \ {2,3} = 1 gdy Pæ) >0 
Ta 1 gdy f(2) 
Y 


f(x) > g(x) dla z € (—4; 
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(2; 0o) 


